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INTRODUCCION

El Programa de Ingenieria Electrénica de la Uniersidad de Investigacion y
Desarrollo — UDI presenta la cartilla PROCESAMIENTO DIGITAL DE SENALES
Y CASOS PRACTICOS, la cual hace parte de la coleccion de materiales creados
por sus docentes e investigadores adscritos al programa de Ingenieria
Electrénica en su sede de Bucaramanga, los cuales, como producto de las
actividades acordadas para el desarrollo de Funciones Sustantivas (Docencia —
Investigacion), han desarrollado una serie de cartillas, videos, MOOC (Cursos
abiertos), RED (Recursos Educativos Digitales) y talleres, como material de
apoyo para los estudiantes de la UDI y la comunidad académica en general,
interesados en las ciencias y tecnologia.

Esta cartilla es un complemento del curso del mismo nombre, el cual ha sido
disefiado como una estrategia de apoyo para los estudiantes de Ingenieria
Electronica de la UDI. La cartilla se compone de cinco unidades, en las cuales se
desarrollan las siguientes tematicas:

e Unidad 1. Sefales y sistemas en tiempo discreto. En ella se describe de
forma basica las sefiales analogicas y digitales, que son ideas que estan
en el centro de las comunicaciones y de la medicidon modernas.

e Unidad 2. Transformada z. La cual convierte una sefal real o compleja
definida en el dominio del tiempo discreto en una representacion en el
dominio de la frecuencia compleja.

e Unidad 3. Muestreo de sefales. Es una de las partes del proceso de
digitalizacion de las sefales, que permite tomar muestras de sefiales
analégicas a una frecuencia o tasa de muestreo constante, para
cuantificarlas posteriormente.

e Unidad 4. Transformada Discreta de Fourier. Herramienta para determinar
salidas cuando las entradas son sinusoides o combinaciones de éstas.
Usando esta descomposicion de la sefial junto con la respuesta en
frecuencia se tiene una forma sencilla de determinar la salida de un sistema
en estado estacionario.
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e Unidad 5. Tecnicas de disefio de filtros. Son sistemas que, dependiendo de

las variaciones de las sefales de entrada en tiempo y amplitud, realiza un

procedimiento matematico sobre dicha sefal, obteniendose en la salida el
resultado del procesamiento matematico.

Este material se convierte en un ejercicio de prospeccion, que le brindara al lector
una ruta clara sobre el pasado, presente y futuro, en el variable y complejo
ambiente de las sefiales y como se intervienen sobre ellas por medio de los
sistemas.

Se espera que este trabajo sea del agrado de todos los que lo consulten y facilite
el estudio en diversos campos de la Ingenieia Electronica, proporcionando
escenarios para la discusion y el analisis del quehacer de llas ciencias y la
tecnologia

ING. MARIA FERNANDA RIVERA SANCLEMENTE
Docente Investigadora
Grupo GPS
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1. SENALES Y SISTEMAS EN TIEMPO DISCRETO.

1.1. Introduccion.

1.1.1. Definicién y clasificacion de senales.

Se define como sefial a cualquier magnitud fisica que varia con el tiempo, el espacio u otra
variable o variables independientes. Matematicamente se describe como una funcién de una
0 mas variables independientes. Las funciones, por ejemplo

S,(¢) =5t (1.1)
S,(t) = 20t

Estas describen dos sefales, una varia linealmente en el tiempo (variable independiente t) y
la otra varia cuadraticamente con t. Otro ejemplo seria

s(x,y) = 3x + 2xy + 10y? (1.2)

La funcién describe una sefal de dos variables independientes x e y que representan las dos
coordenadas de un plano.

Las sefales descritas por las ecuaciones (1.1) y (1.2) pertenecen a una clase de sefales que
se definen especificando la dependencia funcional de la variable independiente. Aun que hay
casos en los cuales la relacion funcional es desconocida o demasiado compleja.

Por ejemplo, una sefal de voz (figura 1) no se puede describir funcionalmente mediante
expresiones como la ecuacion (1.1). En general, un segmento de voz se puede representar
con una buena precision como la suma de varias sefales sinusoidales de diferentes amplitudes
y frecuencias, como:

Z A;(t)sen[2nF; ()t + 6;(1)] (1.3)

Donde {4;(t)},{F;(t)},{6;(t)} son los conjuntos de amplitudes, frecuencias y fases,
respectivamente de las sefales sinusoidales. Una forma de interpretar la iformacion o el
mensaje enviado en un corto segmento de tiempo de la sefial de voz consiste en medir las
ampitudes, frecuencias y fases contenidas en dicho segmento de la sefial.
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Figura 1: Sefial de voz.

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)

Otro ejemplo de sefal natural es la de un electrocardiograma (ECG). Este tipo de seial
proporciona informacion a un medico sobre el estado del corazén de un paciente. De igual
forma, la sefial de un electroencefalograma (EEG) proporciona informacién sobre la actividad
del cerebro.

Las sefiales anteriores son ejemplos de sefiales que contienen informaciéon y que varian en
funcionde una sola variable independiente que generalmente es el tiempo. Un ejemplo de una
sefial que se encuentre en funcién de dos variables independientes es una sefal de imagen.
En este caso las variables independientes son las coordenadas espaciales. En el mundo real
pueden encontrarse una gran cantidad de sefiales naturales y las mencionadas anteriormente
sSOn unos pocos ejemplos.

Ademas de las sefiales naturales hay que tener encuenta los medios que las generan. Por
ejemplo, las sefiales de voz se generan por el paso del aire a través de las cuerdas vocales.
Las imagenes se obtenen al exponer una pelicula fotografica ante una escena u objeto. Por lo
cual la generacién de sefiales se asocia con un sistema que responde aun estimulo o fuerza.
Para una sefal de voz el sistema esta formado por el tracto bucal y las cuerdas vocales, lo que
se conoce como cavidad bucal. El estimulo en combinacién con el sistema es lo que se
denomina fuente de sefial. De modo que, existen fuentes de voz, fuentes de imagenes y
muchos tipos de otros tipos de fuentes de sefial.

Tambien se pued definir a un sistema como aquel dispositivo fisico que realiza una operacion
sobre una sefal. Por ejemplo, un filtro utilizado para reducir el ruido y las interferencias que
distorcionan una sefial deseada que transporta informacion. En este caso el filtro realiza
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operaciones sobre la sefial, que tiene el efecto de reducir (filtrar) el ruido las interferencias de
la sefial de informacion deseada.

Al pasar la sefial a través de un sistema, en este caso un filtro, se dice que se ha procesado o
tratado la sefal. En este caso, el procesamiento de la sefial implica filtrar el ruido y las
interferencias de la sefial. En general el sistema se caracteriza por el tipo de operacion que se
realiza sobre la sefial. Por ejemplo si la operacion es lineal, el sistema es lineal, sila operacion
es no lineal se dice que el sistema es no lineal, etc. A estas operaciones se les conoce como
tratamiento de la sefal.

Es conveniente ampliar la definicién de sistema para no solo incluir los dispositivos fisicos, sino
tambien la implementacién software de operaciones sobre una sefial. En el procesamiento
digital de sefiales las operaciones efectuadas sobre una sefial consisten en una serie de
operaciones matematicas especificadas por un programa (el programa representa una
implementacion del sistema por software). Un sistema que se implementa sobre un
computador por una secuencia de operaciones matematicas; es decir, se tiene un sistema de
procesamiento digital de sefales implementado por software. Por ejemplo, un computador
puede programarse para llevar acabo un filtrado digital. Alternativamente, el tratamiento de
sefiales se puede realizar por hardware digital (circuitos logicos) configurado para realizar
operaciones especificas. En este tipo de implementacion se tiene un dispositivo fisico que
realiza las operaciones especificadas. En un sentido amplio, un sistema digital se implementa
con la combinacion de hardware y software digital, donde cada uno realiza sus propias
operaciones especificas.

Ya que muchas de las sefiales en el mundo real son analdgicas, tambien se considerara el
problema de convertir una sefial analégica en una digital con el fin de poder procesarla. Las
operaciones que se realizan en un sistema asi se podran especificar de forma matematica. El
metodo o conjunto de reglas para implementar el sistema mediante un programa que realiza
operaciones matamaticas correspondientes se denomina algoritmo (Proakis & Manolakis,
2007).

Hay infinidad de formas y algoritmos por los cuales se puede implementar un sistema, bien
sea por saftware o hardware, para realizar las operaciones y calculos deseados. En la préctica,
es de interez aquellos algoritmos que sean eficientes y rapidos en lo que respecta a los
célculos, y que tambien sean faciles de implementar. Por lo tanto, en el procesamiento de
sefales es el empleo de algoritmos para realizar opereaciones como el filtrado, la correlacion
o el analisis de espectros.
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1.1.2. Ventajas del procesado digital frente al procesado analégico.

- Programabilidad/Flexibilidad: Al tratarse de sistemas programados se facilita el
cambio de los algoritmos sin necesidad de modificar el circuito como ocurre con los
sistemas analégicos. Dependiendo de que la programabilidad sea en el proceso de
fabricacion, o a posteriori los circuitos disponen de diferentes tipos se memoria (ROM,
EEPROM, RAM).

- Repetitividad: La memoria y la légica de un procesador no se alteran. Procesos
repetibles no influenciados por derivas térmicas, tolerancias de los componentes, no
necesarios ajustes individuales. Los algoritmos de procesado son ecuaciones
matematicas por lo que su resultado no varia aunque se cambie el dispositivo (DSP,
microprocesador etc.)

- Coste: Un sistema programado puede modificar su funcionamiento (algoritmo) sin
modificar la circuiteria como ocurre con los sistemas analégicos, que deben modificar
el numero de componentes.

- Implementacién de sistemas sin equivalente analégico: Existen sistemas digitales
sin equivalente analégico como los filtros FIR. Digitalmente se pueden generar formas
de onda arbitrarias. Se pueden almacenar las sefales para un procesado posterior.

- Existencia de un gran numero de herramientas de disefio: Muchas de las tareas de
procesado como la derivacion de algoritmos y la obtencion de formulas ya estan hechas
y existen programas como Matlab que permiten obtener los coeficientes de un filtro sin
necesidad de conocer todo el desarrollo matematico subyacente. Existen herramientas
gue permiten automatizar el proceso casi al completo, desde el disefio hasta la
programacién del dispositivo sobre el que se va a ejecutar el programa. Si bien para
poder utilizar todas estas herramientas es necesario conocer los fundamentos basicos
del procesado.

Gracias a estas ventajas, el procesamiento digital se sefales es aplicado en sistemas practicos
cubriendo un amplio rango de disciplinas. Por ejemplo, técnicas de tratamiento digital de
sefales en el procesamiento de voz y la transmisién de sefiales a través de canales telefonicos,
en el procesamiento y transmision de imagenes, en el campo de la sismologia y la geofisica,
en la prospeccion petrolifera, en la deteccidén de explosiones nucleares, en el tratamiento de
sefales recibidas del espacio exterior y en muchas otras aplicaciones.
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1.1.3. Elementos de un sistema de procesamiento digital de sefales.

Gran parte de las sefales con las que se trabaja en los diferentes campos de la ciencia y la
ingenieria son analdgicas por naturaleza. Es decir, las sefiales son funciones de una variable
continua, como es el tiempo o el espacio y generalmente toman valores en un rango continuo.
Estas sefiales se pueden procesar diretamente por sistemas analdgicos apropiados (filtros,
analizadores de frecuencia o multiplicadores de frecuencia), con el fin de cambiar sus
caracteristicas o de extraer la informacion deseada. Es asi, que se puede decir que la sefial se
ha procesado de forma directa en su forma analdgica (ver figura 2). Asi como la sefal de
entrada es analégica tambien lo es la sefial de salida.

Sefial 5 dord Sefial

s . r r ;.
analdgica  FOCESACorce analdgica
de entrada sefiales analdgicas de salida

Figura 2: Tratamiento de una sefial analdgica.

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)

Se proporciona un método alternativo en el tratamiento digital de sefiales al procesar una sefial
analdgica (ver figura 3). Para realizar el tratamiento digital, se necesita disponer de una interfaz
entre la sefial analdgica y el procesador digital. Esta interfaz se conoce como convertidor
analogo-digital (A/D). La salida del convertidor A/D es una sefial digital que es adecuada como
entrada del procesador digital.

El procesador digital puede ser una computadora digital programable grande o un pequefio
microprocesador programado para realizar las operaciones deseadas sobre la sefial de
entrada. Tambien un procesador puede ser cableado y configurado para realizar un conjunto
de operaciones especificas sobre la sefial de entrada. Las maquinas programables
proporcionan flexibilidad para cambiar operaciones de procesamiento de la sefial mediante
modificciones de software, mientras que las maquinas cableadas son dificiles de reconfigurar.
Es asi como, los procesadores programables son de uso comun. Al contrario, cuando las
operaciones de tratamiento estan definidas, una implementacion cableada puede optimizarse,
dando lugar a un procesador mas econdémico y que trabaja mas rapido que su contrapartida
programable. En aplicaciones en las que la salida digital del procesador de sefial tenga que
entregarse al usuarioen formato analégico, como son los sistemas de comunicacion por voz,
se tiene que proporcionar una interfaz entre el dominio digital y el analégico. A esta interfaz se
le conoce como convertidor digital-analégico (D/A). Es asi, como la sefial que se proporciona
al usuario esta en forma analdcica (ver figura 3). Aunque, existen otras aplicaciones que
implican el andlisis de la sefial, en donde la informacion deseada se encuentra en formato
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digital y, por lo tanto, no es necesario emplear un conversor D/A. Por ejemplo, en el
procesamiento de las sefiales de radar, la informacién extraida como es la posicion de un avion
y su velocidad, puede solamente imprimirse en un papel, en este caso no hay que hacer uso
de un conversor D/A.

Sefial =
Convertidor HiZ= R EIES Convertidor Sefal

analdgica A/D sefales D/A analdgica
de entrada analégicas de salida

Serial digital Senal digital
de entrada de salida

Figura 3: Diagrama de bloques de un sistema de tratamiento digital de sefales.

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)

1.1.4. Clasificaciéon de las sefales.

Los métodos para procesar una sefial o analizar la respuesta de un sistema depende en gran
medida de las caracteristicas de la sefial especifica. Hay técnicas que solo se aplican a sefales
especificas, cualquier investigacién que se realice sobre el procesamiento de sefiales debe
comenzar por la clasificacion de las sefiales implacadas en la aplicacion concreta.

A. Sefiales multicanal y multidimensionales.

Una sefal se describe mediante una funcion de una o mas variables independientes. El valor
de la funcién (variable independiente) puede ser una magnitud escalar (S,(t) = Asen3mt), una
magnitud compleja (S,(t) = Ae’3™ = Acos3nt + jAsen3mt) 0 un vector.

En algunas aplicaciones, multiples fuentes o multiples sensores generan las sefiales, estas se
pueden representar de forma vectorial. La figura 4 ilustra las tres componentes de una sefal
vectorial donde se representa la aceleracion en la superficie terrestre a causa de un terremoto.
La aceleracion es el resultado de tres tipos basicos de ondas elasticas.
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Figura 4: Tres componentes de la aceleracion en tierra medida a pocos kilometros del
epicentro de un terremoto.

Fuente: (Bold, 1988)

Las ondas promarias (P) y las ondas secundarias (S) se propagan dentro del cuerpo de la roca
y son longitudinales y transversales, respectivamente. El tercer tipo recibe el nombre de onda
superficial, pues se propaga cerca de la superficie de la Tierra. Si S, (t), k = 1,2,3 denota la
sefal procedente del sensor k como una funcién del tiempo, el conjunto de p = 3 sefales se
puede representar con un vector S;(t), asi

S1(0)
§5(t) = |52(0)
S3(t)

El vector anterior se dice que es una sefial multicanal. Por ejemplo en electrocardiografia, se
utilizan electrocardiogramas (ECG) de 3 tomas y de 12 tomas, generando sefales de 3y 12
canales.

Notese ahora las variables independientes. Si la sefial es una funcién de una sola variable
independiente, se dice que es una sefial unidimensional. Por otro lado, se dice que una seiial
es M — dimensional si su valor es una funcion de M variables independientes.
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La figura 5 es un ejemplo de una sefial bidimensional, ya que la intensidad o brillo I(x,y) en
cada punto es una funcién de dos variables independientes. De otro lado, una imagende
television en blanco y negro se puede representar como I(x,y,t), pues el brillo es una funcién
del tiempo. Por lo tanto, la imagen de TV puede tratarse como una sefal tridimensional.

"xgz(xl )

Figura 5: Sefial bidimensional.

Fuente: Autor

Al contrario, una imagen de TV a color puede escribirse mediante tres funciones de intensidad
de la forma I.(x,y,t),1,(x,y,t) el,(x,y,t) correspondiendo al brillo de los tres colores
principales (rojo, verde, azul) como funciones del tiempo. Es asi como, una imagen de TV en
color es una sefal tridimensional de tres canales, que se representa con un vector.

L(x,y,t)
Ix,y,t) = |Ig(x,y,0)
Ib(x' Y, t)

B. Sefales continuas y sefiales discretas.

Los valores de una sefial continua o discreta en el dominio del tiempo pueden ser continuos o
discretos. Cuando una sefal toma todos los valores posibles en un rango finito o infinito, a esta
se le dice sefial continua. Por otro lado si la sefial toma valores dentro de un conjunto finito de
posibles valores, a esta se le dice sefal discreta. Generalmente los valores son equidistantes
y es asi que se pueden expresar como un multiplo entero de la distancia entre dos valores
sucesivos. Una sefal discreta en el tiempo que tiene un conjunto de valores discretos es una
sefial digital. La figura 6 muestra una sefal digital que toma uno de tres valores posibles.
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Figura 6: Sefal digital con tres valores de amplitud diferentes.

Fuente: Autor.

Para que una sefal pueda ser procesada digitalmente, debe ser discreta en el tiempo y sus
valores tienen que ser discretos (es decir, tiene que ser una sefal digital). Si la sefial a procesar
es analdgica, esta se convierte en una sefial digital muestreandola en instantes discretos de
tiempo, obteniendo de esta forma una sefial discreta en el tiempo y cuantificando a
continuacion sus valores en un conjunto de valores discretos. El proceso de conversion de una
sefial continua en una sefal discreta se denomina cuantificacion y es un proceso de
aproximacion, se puede realizar simplemente haciendo redondeo o truncamiento. Por ejemio,
si los valores de la sefial digital son enteros (0 hasta 15), la sefial la sefial de valores continuos
se cuatifica enpleando esos valores enteros. Por tanto, el valor de la sefial 6.58 se aproximara
a 6 si el proceso de cuantificacion se realizara mediante truncamiento o a 7 si el proceso de
cuantificacion se realiza por redondeo al entero mas proximo.

C. Sefales deterministas y sefales aleatorias.

El analisis mateméatico y procesamiento de sefiales requiere disponer de una descripcidon
matematica para la propia sefial. Esta descripcibn matematica se denomina modelo de la
sefial, lo que lleva a otra clasificcion de las sefales. Cualquier sefal se puede describir
univocamente mediante una expresion matematica explicita, una table de datos o una regla
bien definida se dice que es determinista. Este termino se usa para destacar que todos los
valores pasados, presentes y futuros de la sefal se conocen de forma precisa, sin
incertidumbre.

Sin embargo, en la practica, existen sefales que no se pueden describir mediante formulas
matematicas o la descripcion suele ser demasiado compleja. La falta de una relacién de este
tipo implica que estas sefales evolucionan en el tiempo de forma no predecible, a estas
sefales se les denomina aleatorias. La salida de un generador de ruido, la sefial sismica de
la figura 4 y la sefal de voz de la figura 1 son ejemplos de sefales aleatorias. El analisis teodrico
de las sefiales aleatorias lo proporciona la teoria de la probabilidad y los procesos estocasticos.

EDUCACION DE CALIDAD
www.udi.edu.co
Pagina 20 de 142



UNIVERSIDAD
I DE INVESTIGACION
Y DESARROLLO

Ingenieria Electrdonica
1.2. Sefales en tiempo discreto.

Una sefal en tiempo discreto x(n) es una funcion de una variable independiente que es un
entero. Su representacion grafica se puede observar en la figura 7. Cabe recalcar que una
sefal discreta no esta definida entre dos muestras sucesivas. Ademas, no es correcto pensar
gue x(n) es igual a cero si n no es un entero. Sencillamente, la sefal x(n) no esta definida
para valores no enteros de n.

En adelante se supondra que una sefal en tiempo discreto esta definida por todo valor entero
n del intervalo —co < n < oo, Se dice que x(n) es la muestra “n-ésima” de la senal incluso si la
sefal x(n) es inherentemente discreta en el tiempo (no se ha obtenido muestreando una sefal
analdgica). Si x(n) se ha obtenido muestreando una sefial analégica x,(t), entonces x(n) =
x,(nT), donde T es el periodo de muestreo (tiempo entre dos muestras sucesivas).

x(n)

1,08 1,08

0,38

-0,5 -0,5
Figura 7: Sefal discreta en el tiempo.

Fuente: Autor.

Ademas de la representacion grafica, hay disponibles otras representaciones alternativas
como son:

A. Representacion funcional.

1, para n=1,3
x(n) =14, para n=2 (1. 4)
0, enotro caso
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B. Representacion tabular.

n ‘ -2 -1
x(n) | ... 0 0

0 1 2 3 4 5
0O 1 4 1 0 O

C. Representacion seciencial.

Una secuencia o sefial de duracion infinita con origen (n = 0) indicado por el simbolo T se
representa asi:

x(n) = { 0,0,1,4,1,0,0, } (1.5)
T
Una secuencia x(n), que es cero paran < 0, puede ser asi:

x(n) = {g ,1,4,1,0,0, } (1.6)
T
El origen de tiempos para una secuencia x(n), que es cero paran < 0, tiene que ser el primer
punto (iniciando por la izquierda) de la secuencia.
x(n) = {3, -1,22, 5,0,4, —1} (1.7)
T

Las safal dada en (1,7) esta formada por siete muestras o puntos (en el tiempo). De forma
gue se denomina o identifica como una secuencia de siete puntos.

1.2.1. Seiales elementales discretas en el tiempo.

A continuacion se definiran algunas sefiales basicas que desempefial un papel importante en
el estudio sobre sistemas y sefiales discretas.

A. Sefial muestra unitaria se representa como §(n) y se define asi

1, para n=0
’ 1.8
0, para n+0 (1.8)

5(n) = {

Esta sefal es cero siempre. Excepto en n = 0 donde su valor es igual a la unidad, tambien es
llamada impulso unitario y su representacién grafica se observa en la figura 8.
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8(n)

-1 -2 -3 0 1 2 . n

Figura 8: Representacion muestra unitaria o impulso unitario.

Fuente: Autor.

B. Sefal escalon unitario, se donota u(n) y se define asi

1, para n=0
’ 1.9
0, para n<o0 (1.9)

u(n) = {

Y su grafica se ilustra en la figura 9.

u(n)

Figura 9: Representacion escalon unitario.

Fuente: Autor.

C. Sefal rampa unitaria, se denota como u,.(n) y sedefine asi

n, para n=0

0, para n<0 (1.10)

u, () = |

Y su representacion grafica se muestra en la figura 10.
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ur(n)
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Figura 10: Sefnal rampa unitaria.

Fuente: Autor

D. Sefal exponencial es una secuencia de la forma

x(n) =a™ paratodon (1.11)

Si el parametro a es real, entonces x(n) es una sefal real. En la figura 11 se muestran los
diferentes valores para el parametro a.

a>1 x(n)

[ —— i

i1 T
s

Figura 11: Sefales exponenciales.

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)

Si el parametro a es complejo, su expresion seria

a = rel?
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Donde r y 6 son los parametros ahora. Luego x(n) se puede expresar

x(n) = r"e/%" = r™(cosOn + jsendn) (1.12)

Al ahora ser x(n) compleja, su representacion grafica se puede obtener dibujando la parte
real

xg(n) = r"cosbn (1.13)
y por separado la parte imaginaria, ambas en funcion de n
x;(n) = r*senfn (1.14)

Alternativamente, la sefial dada por (1.12) puede representarse graficamente por la funcién
de la amplitud

lx(n)| = A(n) =r" (1.15)
Y la funcién para la fase
2x(n) = ¢p(n) = 6n (1.16)

La figura 12 muestra A(n) y 8(n) parar = 0.9 y 8 = n/10. Se puede ver que la fase es lineal
con n. Aunque, la fase se define sélo en el intervalo -1 < 8 <t oloqueeslomismo0 <0 <
21,

A(n)

-3-2-10 12

I-s o .III””H a1l
LB | L

Figura 12: Grafica de amplitud y fase de una sefial exponencial compleja: a) gréafica de
A(n) =r™, r=0.9; b) grafica de 8(n) = (r/10)n, modulo 2w en el intervalo (—m, m].

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)
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1.2.2. Clasificacion de sefiales en tiempo discreto.

Dependiendo de las caracteristicas de la sefial se usaran diferentes metodos para el analisis
de sefales y sistemas en tiempo discreto. Las que se clasifican asi:

A. Sefiales de energiay sefales de potencia.

La energia de una sefial se define como

E= Z lx(n)|2 (1.17)

n=-—oo

La energia de una sefial puede ser finita o infinita. Si E es finita (0 < E < o), entonces se
dice que x(n) es una sefial de energia.

Muchas de las sefiales poseen energia infinita y tienen potencia media finita. La potencia de
una sefal discreta se define asi

N
1
= i 2 (1.18)
P = oN 1 Z ()]

n=-N

Si se define la energia de la sefial en un intervalo finito —N < n < N como

N
Ey= ) lx(ml? (1.19)
n=-N

Luego se puede expresar la energia como

E = lim Ey (1.20)
Y la potencia seria
= lim — (1.21)
P= i on st

Es asi que, si E es finita, P = 0. Al contrario, si E es infinita, la potencia P puede ser finita o
infinita. Si P es finita (distinta de cero), la sefial es una sefial de potencia.
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Ejemplo 1.1: Determine la potencia y la energia del escalén unitario.

La potencia media del escalon unitario es

N 1
bt 1 zz()_l_ N+1 14y 1
A N+ 1t YT O R AT 12
n=0 2+N

De modo que el escaldn unitario es una sefial de potencia y su energia es infinita.

B. Sefales periddicas y aperiodicas.
Una sefial es periodica de periédo N(N > 0) siy solo si

x(n+N)=x(n) paratodon (1.22)

El valor mas pequefio de N para el que (1.22) se cumple se denomina periodo fundamental. Si
no existe ningun valor de N que satisfaga la expresion (1.22), se dice que la sefal es
aperiodoca o que no es periodica.

Una seiial sinusoidal tiene la forma

x(n) = Asen2nfyn (1.23)
Es periodica cuando f, es un nimero racional, es decir, si f, puede expresarce asi
k (1.24)

f0=N

Donde k y N son enteros.

La energia de una sefial periddica x(n) en un solo periodo, es decir, en un intervalo 0 <n <
N — 1. Es finita si x(n) toma valores finitos es ese periodo. Sin embargo, la energia de la sefial
periodica para —oco < n < oo es infinita.

La potencia medio de una sefal periodica es finita e igual a la potencia media en un solo
periodo. Por tanto, si x(n) es una sefal periodica con periodo fundamental N y toma valores
finitos, su potencia esta dada por

N-1
1
— 2 (1.25)
P 2, )

Por lo tanto, las sefales periodicas son sefales de potencia.
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C. Sefiales simétricas (pares) y asimetricas (impares).

Una sefial real x(n) se dice que es simétrica si
x(=n) = x(n) (1.26)
Al contrario, una sefial x(n) se dice que es asemeétrica Si
x(—n) = —x(n) (1.27)

En la figura 13 se muestran las sefiales con simetria par e impar.

x(n)

Al

-4-3-2-101 2 3 4 n

[

)

G—
— &
oo
P—
o— L
=)
— e
N e
w °
O
wn f—

(b)

Figura 13: Sefiales a) pares y b) impares.

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)

Cualquier sefal arbitraria se puede expresar como la suma de dos componentes de sefial,
siendo un par y la otra impar. La componente par se define sumando x(n) a x(—n) y dividiendo
entre 2, asi

1
xp(n) = 5 [x(n) + x(-—n)] (1.28)

De igual forma de define la componenete impar por la siguiente relaciéon
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1
x;(n) = 5 [x(n) = x(=n)] (1.29)

Ahora si se suman las dos componentes de la sefial de finidas por (1.28) y (1.29) se obtendra
x(n) que es

x(n) = x,(n) + x;(n)] (1.30)

Es asi que cualquier sefial puede expresarse como indica la ecuacién (1.30).

1.2.3. Manipulacién de las sefales en tiempo discreto.

Se veran algunas modificaciones o manipulaciones que implican a la variable independiente y
la amplitu de la senial.

A. Transformacion de la variable independiente (tiempo).

Una sefial x(n) se puede desplazar en el tiempo remplazando la variable independiente n por
n — k, donde k es un entero. Si k es positivo, el desplazamiento de tiempo produce un retardo
de la sefal en k unidades. Por otro lado. Si k es negativo. El desplazamiento de tiempo hace
gue la sefal se adelante |k| unidades.

Ejemplo 1.2: La figura 14 (a) muestra una sefial x(n) . Obtenga las sefiales x(n —3) y x(n +
2).

Solucioén:

Para obtener x(n — 3) se retarda la sefial x(n) tres unidades de tiempo (ver figura 14 (b)), por
otro lado, la sefal x(n + 2), se obtendra adelantando x(n) dos unidades de tiempo (ver figura
14 (c)).
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Ll

-4-3-2-101 2

& p—

(a)

x(n-3)

] MH

—6-5-4-3-2-10 1 2 n

(c)

Figura 14: Sefial y sus variaciones adelantada y retardada.

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)

Cabe notar que el retardo corresponde a un desplazamiento hacia la derecha, mientras que
el adelanto es un desplazamiento hacia la izquierda a lo largo del eje de tiempo.

Ejemplo 1.3: Represente las sefales x(—n) y x(—n + 2), donde x(n) es la sefial mostrada
en la figura 15 (a).

Solucién:

La nueva sefial y(n) = x(—n) se observa en la figura 15(b). Notese que y(0) = x(0),y(1) =
x(—1),y(2) = x(—2), etc. Y tambien y(—1) = x(1), y(—2) = x(2), etc. De modo que y(n) es
la sefial x(n) reflejada respecto al origen n = 0.

Por otro lado, la sefial y(n) = x(—n + 2) es la sefial x(—n) retardada dos unidades (ver figura
15 (c)).
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”;“!l![

-3-2-1 |0

I

-4-3-2-1 [0

(b)

y(n) =x(-n+2)

(©)

Figura 15: Operaciones de solapamiento y desplazamiento.

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)

Las operaciones de solapamiento y retardo (o avance) temporal de una sefial no son
conmutativas. Si se determina la operacion de retardo en el tiempo como TD (time-delay) y la
operacion de solapamiento como FD (folding), se puede escribir como

TDg[x(m)] =x(n), k>0 (1.31)
FD[x(n)] = x(—n)
Ahora
TDW{FD[x(n)]} = TDx[x(—m)] = x(—n + k) (1.32)
Mientras que
FD{TDy[x(n)]} = FD[x(n — k)] = x(—n — k) (1.33)
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Ya que los signos de nykenx(n—k)yx(—n+k) son diferentes, el resultado es unn
desplazamiento de las sefiales x(n)yx(—n) hacia la derecha con k muestras,
correspondientes al retardo temporal.

Una tercera modificacion consiste en remplazar n por un, donde u es un entero. Esta
modificacién se conoce como escalado temporal o submustreo.

Ejemplo 1.4: Represente la sefial y(n) = x(2n), donde x(n) se muestre en la figura 16(a).

Solucion: La sefal y(n), se obtiene de x(n) tomando cada cada dos muestras de x(n),
iniciando en x(0). De modo que y(0)=x(0), y(1)=x(2),y(2) =x4),..,y(-1) =
x(—2),y(—=2) = x(—4), etc. Se han omitido las muestras impares y se han conservado las
muestras pares. La sefal resultante se puede observar en la figura 16(b).

x(n)

y(n) =x(2n)

1]

—4 | <21 '01 23 L

()

Figura 16: Operacion de submuestreo.

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)

B. Suma, multiplicacion y cambio de escala de secuencias.

Las modificaciones de amplitud incluyen la suma, la multiplicaciom y el escalado de sefiales
discretas en el tiempo.

El escalado de amplitud de una sefial es un valor constante A que se consigue
multiplicando el valor de cada muestra de las efial por A.

y(n) =Ax(n), —owo<n<oo
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La suma de dos sefiales x,(n) y x,(n) es una sefial y(n), cuyo valor en cualquier instante es
igual a la suma de los valores de esas dos sefales en dicho instante

ym) =x(n) + x,(n), —co<n<ow
El producto de dos sefiales se define de manera similar en cada instante de tiempo como

y(n) =x;(n)x,;(n), —oo<n<ow

1.3. Sistemas en tiempo discreto.

Un sistema en tiempo discreto es un dispositivo o algoritmo que incide sobre una sefial discreta
en el tiempo, que es la entrada o exitacién, deacuerdo con una regla definida producira una
sefal discreta en el tiempo, que es la salida o respuesta del sistema. De forma general se dice
gue sistema es una operacion o cunjunto de operaciones que inciden sobre una sefal de
entrada x(n) para generar una sefial de salida y(n). De modo que el sistema transforma la
sefal de entrada en una sefial de salida, lo que se representa asi:

y(n) = J[x(n)] (1.34)

x(m) S y(n) (1.35)

El simbolo S indica transformacion y es llamado operador o procesamiento que se realiza sobre
la sefial de entrada para generar la sefial de salida. La relacion (1.34) se puede ver en la figura

il rp el

x(n)
Sistema en tiempo
> discreto

y(n)

Sefial de entrada
0 exitacién

Sefial de salida

Figura 17: Diagrama de bloques de un sistema en tiempo discreto.

Fuente: Autor
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Ejemplo 1.5: Encuentre la sefial se salida de los sistemas a la sefial de entrada descrita.

0, en otro caso

a) y(n) = x(n) (sistema lineal)
b) y(n) = x(n — 1) (sistema de retardo)
c) y(n) =x(n+ 1) (sistema de adelanto)

d y(n) = g[x(n + 1) + x(n) + x(n — 1)] (filtro del valor medio)

e) y(n) = mediana {x(n + 1),x(n), x(n — 1)} (filtro de la mediana)
f) y(n) =Xic_wx(k) =x(n) + x(n —1) + x(n — 2) + -+ (acumulador)

Solucion:
Se determinan los valores para la sefial de entrada

x(n) = { ,0,3,2,1,9J, 1,2,3,0, }
1

a) La seial de salida es exactamente igual a a la sefial de entrada, este sistema se conoce
como sistema identidad.
b) La sefial de salida solo se retarda una muestra

x(n) = { ,0,3,2, }J ,0,1,2,3,0, ... }
T

c) La sefial de salida se adelanta una muestra

x(n) = {...,0,3,2,1,0,3, 2,3,0, }
T

d) La salida es el valor medio de las muestras actual, anterior y posterior. Para el instante
n=0es

2
[1+0+1]=§

Wl =

1
y(0) = 5 [x(=1) +x(0) + x()] =

Ampliando para todos los valores de n, la sefial de salida es:

(n) = 015 212 125 1,0
yn _{"'P ) F3I ) F\-:?:I ) F3I ) ;---}
T
e) Para este sistema la salida es la mediana de las tres muestras de entrada

x(n—1),x(n) y x(n+ 1). Luego su respuesta es
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y(n) = {0’2’2’1’1’}1 2,2,0,0,0, ...}
1

f) Este sistema clacula la suma de todos los valores de entrada pasados hasta el instante
actual (acumulador). Luego la salida es

y(n) ={.. ,0,3,5,6,3, 7,9,12,0, ...}
T

1.3.1. Diagrama de bloques de los sistemas en tiempo discreto.

Es de mucha utilidad representar los sitemas en tiempo discreto por diagramas de bloques. De
forma que es necesario definir algunos blogues basicos que puedes ser interconectados para
formas sistemas complejos.

Sumador. En la figura 18 se ilustra un sistema sumador, el cual efectua la suma de dos

secuencias para obtener otra seuencia (la suma), que se denota y(n). Esta operacion es sin
menoria ya que no es necesario almacenar ninguna secuencia para realizar la operacion.

x1(n)

y®m) = x1(n) + x2(n)

x2(n)
Figura 18: Sumador

Fuente: Autor

Multiplicador por una constante. A la sefial de entrada se le aplica un factor de escala (ver
figura 19). Cabe notar que tambien es una operacion sin memoria.

x(n) a y(n) = ax(n)

Ll

Y

Figura 19: Multiplicacién por una constante.

Fuente: Autor
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Multiplicador de sefales. La sefial de salida y(n) se obtiene de realizar la multiplicacion de
dos secuencias, también se trata de una operacion sin memoria. En la figura 20 se ilustra la
operacion.

x1(n) y(n) = Xy (n)x2(n)

x2(n)

Figura 20: Multiplicador de sefiales.

Fuente: Autor

Elemento de retardo unitario. Es un sistema que hace que la sefial que pasa a través de el
se retarde en una muestra (ver figura 21). Si la sefial de entrada es x(n) la salida sera x(n —
1). La muestra x(n — 1) se almacena en memoria en el instante n — 1 y se extrae de memoria
en el instante n para formar

y(n) =x(n—-1)

De modo que el blogue rquiere memoria. Tambien se puede indicar haciendo uso del simbolo

z L,

x(n) _H y(n) =x(n—1)

Figura 21:Retardo unitario.

Fuente: Autor
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Elemento de adelanto unitario. Un sistema de adelanto desplaza la sefal de entrada una
muestra hacia delante en el instante que alcanza x(n + 1) (ver figura 22). Cabe notar que
cualquier avance de este tipo es fisicamente imposible en tiempo real, ya que requiere conocer
el comportamiento futuro de la sefial. Por otro lado, si se almacenan los valores en una
memoria, se podra saber el valor de cualquier muestra en cualquier instante.

x(n) y(@®) = x(n+1)

A 4

Figura 22: Adelanto unitario.

Fuente: Autor

1.3.2. Clasificacién de los sistemas en tiempo discreto.

De acuerdo a las propiedades que satisfacen los sistemas se pueden clasificar de la
siguiente manera.

Sistemas estéaticos y dinamicos. Un sistema discreto es estatico o sin memoria si su salida
en cualquier instante n depende de la muestra de entrada en dicho instante, pero no de
muestras pasada o futuras de la sefial de entrada. En cualquier otro caso se dice que el sistema
es dinamico o que tiene memoria. Si la salida de un sistema en el instante n esta determinada
por las muestras de entrada en el intervalo de n — N hasta n (N = 0), se dice que el sistema
tiene memoria de duracién N. Si N = 0 el sistema es estatico, Si 0 < N < «. Se dice que el
sistema tiene memoria finita, mientras que si N = oo, el sistema tiene memoria infinita.

Los sistemas a continuacion son estéticos y sin memoria.

y(n) = ax(n) (1.36)

y(n) = nx(n) + bx3*(n) (1.37)

No hay necesidad de almacenar ninguna de las entradas o salidas anteriores para calcular la
salida actual. Al contrario de los sistemas descritos por las siguientes relaciones

y(n) =x(n) +3x(n—1) (1.38)
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n

y(n) = ) x(n—k) (1.39)
y(n) = ) x(n—k) (1.40)

Son sistemas con memoria o dindmicos. Las ecuaciones (1.38) y (1.39) describes sistemas
con memoria finita, mientras que (1.40) describe un sistema con memoria infinita.

En general los sistemas estaticos o sin memoria se describe mediante ecuaciones de la forma

y(n) = 3[x(n),n] (1.41)

Y no incluyen elementos de retardo (memoria).
Sistemas invariantes y variantes en el tiempo.

Un sistema es invariante en el tiempo si su caracteristica de entrada-salida no cambia con el
tiempo. Es decir, si se dispone de un sistema I en reposo y cuando se exita con una sefial de
entrada x(n) se genera una salida y(n), que se pued escribir de la forma

y(n) = J[x(n)] (1.42)

Ahora si la misma entrada se retarda k unidades proporcionando x(n — k), y se aplica al mismo
sistema, la caracteristica no cambia, la salida del sistema en reposo sera y(n — k), es decir, la
salida sera la misma que la respuesta a x(n), exceptuando que esta retrasada k unidades en
el tiempo al igual que la entrada. De forma que se podria definir un sistema invariante en el
tiempo o invariante a desplazamientos como:

Definicidon: Un sistema en reposo J es invariante en el tiempo o invariante a desplazamientos
siy sélo si

3
x(n) = y(n)
Lo que implica que

x(n—k) > y(n - k) (1.43)

Para cualquier sefal de entrada x(n) y cualquier desplazamiento temporal k.

Ejemplo 1.6: Diga si los sistemas son invariantes o variantes en el tiempo.
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x(n) y(n) = x(nz —x(n—1)

a) Diferenciador

x(n) ° y(n) = nx(n)
l

b) Multiplicador por “tiempo”
c) x(m) o g y(n) = x(-n) _ Espejo
x(n) =° y(n) = x(n)coswon
d) Modulador
coswon
Solucion:

a) El sistema se describe por las ecuaciones
y(n) = J[x(m)] = x(n) —x(n — 1) (1.44)

Ahora se retrasa la entrada k unidades y se aplica al sistema, hay que tener encuenta el
diagrama de bloques para obtener la salida la cual sera

y(n,k) =x(n—k)—x(n—k —1) (1.45)
Al aplicar (1.43) la entrada se retrasa k unidades y se obtiene una salida de la forma
y(n—k)=x(n—k)—x(n—k—1) (1.46)

Ya que (1.45) y (1.46) son iguales, se deduce que y(n, k) = y(n — k), de forma que el sistema
es invariante en el tiempo.
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b) La ecuacion de entrada es

y(n) = J[x(n)] = nx(n) (1.47)
La respuesta del sistema x(n — k) es
y(n, k) = nx(n — k) (1.48)
Al retardar la salida dada por (1.47) se obtiene
yin—k)=m—-k)x(n—k) =nx(n—k) — kx(n—k) (1.49)

Como se puede observar y(n, k) # y(n — k) de modo que el sistema es variante en el tiempo.

c) Elsistema se describe
y() = S[x(n)] = x(-n) (1.50)
La respuesta del sistema a x(n — k) es
y(n,k) = S[x(n — k)] = x(—n — k) (1.51)
Al retardar la salida dada por (1.50) el resultado sera

y(n—k) =x(—n+k) (1.52)

d) La ecuacion que describe al sistema es

y(n, k) = x(n)coswyn (1.53)
Su salida al sistema x(n — k) es
y(n, k) = x(n — k)coswyn (1.54)

Al retardar (1.53) el resultado es comparable con (1.54), por consiguiente, el sistema es
variante en el tiempo.
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Sistemas lineales y no lineales.

Un sistema lineal es aquel que satisface el principio de superposicion, el cual exige que la
respuesta del sistema sea una suma ponderada de sefiales que es equivalente a la suma
ponderada de las respuestas (salidas) del sistema a cada una de las sefiales individuales de
entrada. Es asi que se tiene la siguiente definicion de linealidad.

Definicion: Un sistema es lineal siy sélo si

Slayx1(n) + azx, ()] = a1 3[x(W)] + a;3[x2(M)] (1.55)

Para cualquier secuencia de entrada arbitraria x;(n) y x,(n), y cualquier constante arbitraria
a, y a, (ver figua 23).

x1(n) \
1

° H y(n)
x2(n) %

x1(n)

Figura 23: Principio de superposicion. 3 es lineal siy solo si y(n) = y'(n)

y'(n)

Fuente: Autor

Se debe tener en cuenta dos casos para el principio de superposicion dado en la ecuacion
(1.55).

El primero caso es suponer que a, = 0, de modo que (1.55) se reduce a

Sla;x1(n)] = a;3[x; ()] = a;y,(n) (1.56)
Donde
y1(n) = 3[x; (n)]
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La ecuacion (1.56) demuestra la propiedad o escalado de un sistema lineal. Es decir, si la
entrada x; (n) lleva a una salida y,(n), la respuesta a a,x;(n) es a,y;(n). Es asi que cualquier
escalado a la entrada resulta en un escalado identico a la salida.

Para el segundo caso, se supone que a, = a, = 1, al aplicarlo a la ecuacién (1.55) se tendria

S[x, () + %, ()] = St ()] + S[x ()] = y1.(n) + y2(n) (1.57)

Es asi que se demuestra la propiedad de suma de un sistema lineal. La propiedad de sumay
multiplicacion constituyen el principio de suporposicibn y como se aplica a los sistemas
lineales.

La ecuacion (1.55) se puede ampliar a cualquier combinacion lineal de forma general asi:
M-1 M-1

() = ) @ > ym = ) an) (1.58)
k=1 k=1
Donde
ye(m) =3[x,(m)], k=12..,M-1 (1.59)

Cabe notar que si a; = 0 al aplicarlo a (1.56) se obtiene y(n) = 0. Es asi que un sistema lineal
con una entrada 0 produce una salida 0 (sistema en reposo). Si el sistema produce una salida
diferente de cero al aplicar una entrada igual a cero , se dice que el sistema no no es lineal o
gue no esta en reposo.

Ejemplo 1.7: Para los siguienetes sitemas determine si son lineales o no lineales.

a) y(n) =nx(n)
b) y(n) = x(n?)
c) y(n) = x*(n)
d) y(n) =Ax(n) +B
e) y(n) =e*™

Solucién:

a) Tomando dos secuencias de entrada x, (n) y x,(n) las salidas serias
y1(n) = nx;(n) (1.60)
y2(n) = nxy(n)
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Una combinacion lineal de las secuencias de entrada, daria una salida de la forma

y3(n) = S[arx;(n) + a,2,(n)] = nlazx; (n) + a2, ()] (1.61)

= a;nx;(n) + aynx,(n)
De la ecuacion (1.60) la combinacion lineal de las salidas genera una salida

a;y1(n) + ay,(n) = a;nx; (n) + a,nx, (n) (1.62)

Ya que (1.61) y (1.62) son iguales, se dice que el sistema es lineal.

b) Aligual que en el ejemplo (a) se obtienen las salidas por separado a las sefales de
entrada x;(n) y x,(n).

y1(n) = x,(n?)

(1.63)
y2(n) = x;(n*)
La salida para la combinacion lineal es
yz(n) = J[ayx,(n) + a,x,(n)] = ax;(n?) + ayx,(n?) (1.64)
De modo que la combinacion lineal de las salidas dadas en (1.63)
a1y;(n) + azy,(n) = a;x;(n?) + azx,(n?) (1.65)

Comparando (1.64) y (1.65) se concluye que el sistema es lineal.
c) La salida es el cuadrado de las entradas, estos sistemas son sistemas sin memoria.

Las salidas del sistema a las entradas por separado son

y1(n) = xf(n)

(1.66)
y,(n) = x3(n)
La combinacion lineal de estas dos sefiales de entrada produce una salida
y3(n) = Jlayx, (n) + azx, ()] = [agx1(n) + azx, (n)]? (1.67)

= a,%x,%(n) + 2a,a,%;(M)x,(n) + az?x,%(n)
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al hacer la combinacién lineal de (1.66)

a;y1(n) + a;y,(n) = a;x;,%(n) + ayx,%(n) (1.68)

Como (1.67) y (1.68) no son iguales, el sistema no es lineal.

d) Al excitar el sistema con x,(n) y x,(n) por separado, se obtienen las siguienetes
sefales de salida

y1(n) = Ax;(n) + B

(1.69)
y2(n) = Ax,(n) + B
La conbinacion lineal de las sefiales de entrada genera
y3(n) = J[a;x,(n) + ax,(n)] = Ala;x,(n) + azx,(n)] + B (1.70)

= Aay;x;(n) + a,Ax,(n) + B

Si el sistema fuera lineal, la combinacién lineal de las sefiales de entrada produciria una
salida de la forma

a;y;(n) + a,y,(n) = a;Ax;(n) + a;B + a,Ax,(n) + a,B (1.71)

Y como (1.70) es diferentes de (1.71), el sistema no es lineal.

e) Sisetoma x(n) = 0 se tendria que su salida es y(n) = 1. Esto indica que el sistema
no es lineal.

Sistemas causales y no causales.

Definicion: Un sistema es causal si la salida del mismo en cualquier instante n sélo depende
de las entradas actuales y pasadas (x(n),x(n—1),x(n— 2),..) pero no depende de las
entradas futuras (x(n + 1),x(n + 2),...). Mateméaticamente, la salida de un sistema causal
stisface una ecuacion de la forma

y(n) = F[x(n),x(n — 1),x(n — 2), ...] (1.72)

Donde F|[-] es una funcion arbitraria.
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Si un sistema no satisface la decinicién se dice que es no causal.

Sistemas estables e inestables.

Definicion: Se dice que un sistema en reposo es un sistema estable BIBO (Bounded Input -
Bounded Output, de entrada y salida acotadas) si y solo si toda entrada acotada genera una
salida acotada.

Matematicamente la secuencia de entrada x(n) y la secuencia de salida y(n) acotadas se
pueden expresar estableciendo que existen determinados numeros finitos, como son M, y M,

de modo que
Ix(W| <My <o, |y(n)|<M, <o (1.73)

Para todo n. Si, para determinada secuencia de entrada acotada x(n), la salida no se
encuentra acotada (es infinita) el sistema es inestable.

Ejemplo 1.8: Se tiene el siguiente sistema no lineal descrito por
y(n) =y*(n—1) + x(n)
Como sefal de entrada acotada se tiene
x(n) = Cé(n)

Donde C es una constante, se supone que y(—1) = 0, de modo que la secuencia de salida
guedaria

y(0)=¢C¢, y@)=c? yR=c* ... ,y(n) = Cc*"

Se observa que la salida no esta acotada cuando 1 < |C| < o, es asi que el sistema es
inestable, ya que la secuencia de entrada produce una secuencia de salida no acotada.
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1.4. Sistemas lineales discretos e invariantes con el tiempo.

Se han clasificado los sistemas con una serie de propiedades caracteristicas: linealidad,
causalidad, estabilidad e invarianza en el tiempo. Ahora se veran los sistemas lineales
invariantes en el tiempo (LTI) y se demostrara que tales sitemas se caracterizan por su
respuesta a una secuencia de impulsos unitarios, ademas cualquier sefial arbitraria de entrada
se puede descomponer y representar como una suma ponderada de secuencias de impulsos
unitarios.

1.4.1. Tecnicas de andlisis de los sistemas lineales.

Se encuentran dos métodos que permiten analizar el comportamiento de un sistema lineal a
una determianda sefial de entrada. Uno esta basado en la solucion directa de la ecuacion
entrada-salida del sistema que tiene la forma

yn)=Fy(n—1),y(n—2),...,y(n—=N),x(n), x(n — 1), ..., x(n — M)]

Donde F|[-] es alguna funcion. Para un sistema LTI la relacion de entrada-salida es
N M
y) == ) ay(—k)+ ) bx(n—k) (L.74)
k=1 k=0
Donde {a,} v {b;} son constantes especificas del sistema y son independientes de x(n) e y(n).

El segundo método consiste en descomponer primero la sefial de entrada en una suma de
sefales elementales, luego se usa la propiedad de linealidad. La respuesta a las sefales
elementales se suma para obtener la respuesta total del sistema a la sefial de entrada.

Supongase que la seflal de entrada x(n) se descompone en la suma ponderada de
componentes elementales de la forma

x(n) = ) Cove(n) (1.75)
k

Donde los {C,} son el conjunto de amplitudes (coeficientes de ponderacion) de la
descomposicion de la sefial de entrada. Ahora se supondra que la salida del sistema es y, (n).

Ye(n) = S[xe(m)] (1.76)
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Z Cre Xy (n)] = Z Ce3[x ()] = Z Ceyie(n) (1.77)
k k T

Por ejemplo si la sefal de entrada es periddica con periédo N, un conjunto de las sefales
elementales podria ser el de las exponenciales

La respuesta total es

ym) =3[x(M)] =3

x,(n) = ek, k=012,..,N—1 (1.78)

Las frecuencias estan armonicamente relacionadas

2T
wy = (W) k, k=012, .., N—1

(1.79)

La frecuencia fundamental es 2n/N y todas las componentes de frecuencia mas altas son
multiplos de la frecuencia fundamental.

1.4.2. Descomposiciéon en impulsos de una sefal discreta en el tiempo.

Se dispone de una sefial arbitraria x(n), que se desea descomponer en una suma de impulsos
unitarios, se seleccionan las sefales elementales x; (n) obteniendose

xe(n) = 8(n — k) (1.80)
Donde k es el retardo de la secuencia de impulsos.

Ahora se multiplican las dos secuencias x(n) y §(n — k), a excepto que n = k (es igual a uno)
siempre §(n — k) es cero, como se aprecia en la figura 24. De modo que

x(M)§(n—k) = x(k)§(n — k) (1.81)

Si se repite la multiplicacion para un retardo diferente como m (m # k), el resultado sera una
secuencia de ceros excepto en n = m, donde toma el valor de x(m). Luego

x()§(n —m) = x(m)8§(n — m) (1.82)
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(b)

x(k) b(n—k)

k

- 0 o 'l n

(c)
x(ic)

. -

Figura 24: Multiplicacion de la sefial por un impulso unitario desplazado.

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)

Cada multiplicaciéon es un impulso unitario desplazado un cierto k (§(n — k)), si se repite la
multiplicacion para todos los posibles desplazamientos, —o < k < o0 y se suman todos los
productos, el resultado se ra una secuencia

x(n) = Z x(K)8(n — k) (1.83)
k=—oco0
El lado derecho de la ecucion (1.83) es la sumatoria de un nimero infinito de impulsos unitarios
desplazados, donde el impulso unitario §(n — k) tiene una amplitud x(k). Es asi que el lado
derecho de la ecuacion es la descomposicion de cualquier sefial arbitraria x(n) en una suma
ponderada (escalada) de impulsos unitarios desplazados.
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1.5. Convolucién. Respuesta de los sistemas LTI a entradas arbitrarias.

Luego de descomponer la sefial arbitraria de entrada en la suma ponderada de impulsos, se
podra encontrar la respuesta de cualquier sistema lineal en reposo a cualquier sefal de
entrada.

Primero se designa la salida y(n, k) del sistema al impulso unitario de entrada en n = k por el
simbolo especial h(n, k), —o < k < oo, Es decir

y(n, k) = h(n, k) = I[6(n — k)] (1.84)

De la ecuacion (1.84) n es el indice de tiempo y k es el pardmetro que indica la posicién del
impulso de entrada, al variar la entrada en una cantidad C,, = x(k), la escala de la salida del
sistema varird en la misma magnitud de forma

Cyh(n, k) = x(k)h(n, k) (1.85)

Finalmente, si la entrada es la sefial arbitraria expresada como una suma ponderada de
impulsos asi

o)

x(n) = Z x(k)6(n—k) (1.86)

k=—o0

La respuesta del sistema sera la suma ponderada de las salidas ponderadas, asi

y(m) = S[x@] =3 [ > x#08(n - k)]

k=—o0

oo

= > x(03[86n — k)] (1.87)

k:—OO

o)

- z x(kK)h(n, k)

k=—o

La expresion (1.87) cumple la propiedad de superposicion de sistemas lineales y se conoce
como sumatoria de super posicion.

Para la expresion (1.87) se uso la propiedad de linealidad, pero no la propiedad de invarianza,
ya que se puede aplicar a cualquier sistema lineal (e invariante ene el tiempo) en reposo.
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La ecuacion (1.87) se simplificaria notablemente si ademas el sistema es invariante en el
tiempo. De hecho, la respuesta del sistema LTI al impulso unitario se denotaria como

h(n) = I[6(n)] (1.88)
Luego aplicando la propiedad de invarianza, la respuesta del sistema seria
h(n — k) = 3[6(n — k)] (1.89)

Es asi que (1.87) se reduce a

ym = ) 2Ok k) (1.90)
k=—o00
La ecuacion (1.90) proporciona la salida y(n) del sistema LTI como una funcion de la sefal de
entrada x(n) y de la respuesta al impulso h(n) la que se denomina convolucion. Se dice que
la sefal de entrada se convoluciona con la respuesta al impulso h(n) para dar como resultado
la salida y(n).

El procedimiento matematico se inicia determinando la salida del sistema en un determiado
instante de tiempo, como seria n = n,y, al remplazar en la ecuaciéon (1.90) se tendria
y(no) = > x(0h(ng — k) (1.91)
k=—o00

La primera observacion seria que el indice de la sumatoria es k, de modo que tanto la entrada
como la respuesta al impulso son funciones de k (x(k),h(ny, — k)). En segundo lugar, las
secuencias x(k) y h(n, — k) se multiplican para formar la salida y(n,) que es la suma de todos
los productos. La secuencia h(n, — k)se obtienen al reflejar primero h(k) respecto de k = 0 (el
origen de tiempos), dando como resultado la secuencia h(—k),luego la secuencia reflejada se
desplaza n, para proporcionar h(n, — k). En resumen, el proceso de convolucion entre
x(k) y h(k) sigue los siguientes pasos:

1. Reflexion: Se refleja h(k) respecto a k = 0 para obtener h(—k).

2. Desplazamiento: Se desplaza h(—k) una cantidad n, hacia la derecha (positivo) o a la
izquierda (negativo), para obtener h(n, — k).

3. Multiplicacion: Se multiplica x(k) por h(n, — k) para obtener el producto v, (k) =
x(k)h(ny — k).

4. Suma: Se suman todos los valores del producto v, (k) para obtener el valor de la salida
en el instante n = n,.
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De forma general hay que evaluar la respuesta del sistema en todos los instantes de tiempo
del intervalo —co < n < o, es asi que el paso 2 a 4 debe repetirse para todos los valores del
intervalo.

Se utilizaravel asterisco (*) como notacion para referirce a la convolucion asi

o

y(n) = x(n) * h(n) = Z *(k)h(n — k) (1.92)

k=—o0

Ejemplo 1.9: La respuesta al impulso de un sistema LTI es

h(n) ={1,2,1,-1) (1.93)
)

Para la siguienete sefial de entrada, encuentre la salida del sistema

x(n) = (1,231} (1.94)

Solucion:
Se calculard la convolucién haciendo uso de la ecuacion (1.90). La figura 25 se ven la sefal
de entrada x(k) y la respuesta al impulso h(k) del sistema, k es el indice de tiempos.

Primer paso: Se refleja h(k) (figura 25 (a)), en la figura 25 (b) se observa la secuencia reflejada
h(—k), seguidamente se calcula la salida en n = 0 aplicando la ecuacién (1.90)
y(©) = > x(h(-k) (1.95)
k=—0o0

Como n = 0 se usa h(—k) sin desplazarla, es asi que el producto seria (figura 25 (b))
vo(k) = x(k)h(—k) (1.96)

Finalmente, la suma de todos los terminos es

o

y(©) = > wlk) = 4
k=—o0
Se sigue evaluando la respuesta del sistema en n = 1 segun (1.90)
y() = > x(Oh(1 - k) (1.97)
k=—0o0
h(1 — k) es la secuencia h(—k) desplazada a la derecha una unidad (ver figura 25 (c)). El
producto es
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Desplazar

Secuencia
volk) producto

o“-ST

T

;

1012 k
(b)
:> vi(k) Secuencia
h(l - k) . 4 producto
Multiplicar
I T por x(k)
12k 01112 k
(c)
h(=1-1k) —D vy (k) Secuencia
5 Multiplicar producto
- por x(k)
T *—a—0
(d)
8 8
L ] T
vy =% v, (k)
k=-—00
4

(e)

Figura 25: Convolucion método grafico
Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)
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vy (k) = x(k)h(1 - k) (1.98)

La suma de los valores es

o)

y) = > vk =8

k=—o00

De la misma forma se obtienen y(2) desplazando h(—k) y la secuencia producto v,(k) =
x(k)h(2 — k) y la suma de todos los terminos es y(2) = 8. Para y(3) =3,y(4) = -2,y(5) =
—1 para los demas terminos el producto es cero. De esta forma se obtiene y(n) paran > 0.

Para lo obtener los valores de y(n) paran < 0, se inicia conn = —1

[0e]

y(=1) = Z x(k)h(—1 — k) (1.99)

k=—o00

h(—1 — k) es la secuencia reflejada y desplazada hacia la izquierda (ver figura 25 (d)), al sumar
todos los valores se obtiene

y=1)=1
La secuencia producto hacia la izquierda da como resultado siempr cero por tanto
y(n) =0 para n < —2
La respuesta total del sistema para —co < n < o, es

y(m) ={..,00,1,4,883,-2,-1,00,..} (1.100)
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1.6. Propiedades de los sistemas lineales invariantes en el tiempo y de la
convolucion.

1.6.1. Propiedad de identidad y desplazamiento.

El impulso unitario §(n) es el elemento identidad de la convolucion asi
y(n) = x(n) * §(n) = x(n)
Si se desplaza §(n) k unidades, la convolucion tambien se desplaza
x(n)*x(n—k)=yn—-k) =x(n—k)

1.6.2. Propiedad conmutativa.

x(n) x h(n) = h(n) = x(n) (1.101)

Lo que tambien se puede expresar

y(m) = h(n) xx(n) = Z h(k)x(n — k) (1.102)
k=—o0
— (1.103)
y(m) = x(m) k(W = Y x(k)h(n— k)
k=—o0

1.6.3. Propiedad asociativa.

[x(n) * by ()] * hy(n) = x(n) * [hy (1) * hy(n)] (1.104)
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1.6.4. Propiedad distributiva.

x(n) * [hy(n) + ho(W)] = x(n) * hy(n) + x(n) * hy(n)] (1.105)

Esta propiedad fisicamente indica que si hay dos sistemas LTI con respuesta al impulso
h,(n) y h,(n) exitados con una misma sefial de entrada, se podra sumar las dos exitaciones y
se comportara igual como si fuera uns sitema global

h(n) = hy(n) + hy(n)

El sistema es una combinacion en paralelo de los dos sistemas LTI (ver figura 26)

De forma general se podrian conectar multiples sistemas L con respuestas al impulso
h,(n), h,(n), ..., h, (n), exitados a la misma sefial de entrada de la forma

h(n) = Z hy(n) (1.106)
=1

x(n)

y(n) — x(n) y(n)

Figura 26: Propiedad distributiva de la convolucion. Dos sistemas LTI contectados en
paralelo.
Fuente: Autor
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1.6.5. Causalidad.

Se ha definido un sistema causal como aquel que su salida s6lo depende de las entradas
actuales y pasadas, pero no de las entradas futuras. Es decir, la salida del sistema en un
instante n = n,, solo depende de los valores de x(n) paran < n,.

La causalidad se puede ver como una condicion que debe satisfacer la respuesta al impulso.
Hay que considerar la ecuacion de convolcion en un instante n = n, de la siguiente forma

yo) = ) h()x(n = k)

k=—o0

Se divide la suma en dos conjuntos, uno son todos los valores pasados y presentes de la
entrada (x(n) paran < n,) y el otro todos los valores futuros de la entrada (x(n) para n > ny),
de modo que se tiene

© -1
y(n) = ) h(kx(ng = k) + ) h(k)x(no = k)
k=0

= [A(0)x(no) + A(Dx(ny — 1) -I]fzh_(OE)X(no —2)+ -]
+[h(=Dx(ng+ 1) + h(=2)x(ng + 2) + -+ ]

Los elementos de la primera suma son x(n,), x(ny, — 1), ... valores actuales y pasados de la

sefial de entrada, la segunda suma los elementos x(n, + 1), x(ny + 2), ..., Ahora la salida solo
dependera de los valores pasados y actuales lo cual debe satisfacer la condicion

h(n) =0, n<o0 (1.107)

h(n) es la respuesta al impulso unitario de un sistema LTl en reposo y la condicidn es necesaria
y suficiente para la causalidad.

Un sistema LTI es causal si y s6lo si su repuesta al impulso es cero para los valores
negativo de n.

Es asi que se puede deducir dos formas:

y(n) = ) h(k)x(n—k) (1.108)
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n

= > x(Oh( - k) (1.109)

k:—OO

1.6.6. Estabilidad.

Esta propiedad es una de las prioridades al momento de la implementacion practica de un
sistema. Se ha definido que un sistema arbitrario en reposo es un sistema estable BIBO
(entrada y salida acotadas) si y solo si su secuencia de salida esta acotada para toda entrada
acotada. De modo que
Si x(n) esta acotada, hay una constante M, lo que indica

[x(n)| < M, < 0
Ilgualmente, la salida esta acotada, existe una constante M,

ly(m)| <M, < para todo n

Las implicaciones de la estabilidad sobre un sistema se pueden ver al hacer uso de la formula
de convolucién (1.108).

Se inicia tomando valor absoluto a ambos lados

ly(m)| =

z (i) x(n — k)

k=—o0

El valor absoluto de la suma siempre es menor o igual a la suma de los terminos individuales

el = ) 1h@lixe - o)l

k=—o0
Al estar la entrada acotada se obtendria
Gl < M, ) 1h(O)|
k=—o0

La expresion anterior lleva a concluir que la respuesta al impulso esta acotada, quedando
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o

S, = Z Ih(k)| < o0 (1.110)

k=—o0

Un sistema LTI es estable si su respuesta al impulso es absolutamente sumable.

Ejemplo 1.10: Para que valores del parametro a el sistema LTI con respuesta al impulso
dado es estable.
h(n) = a™u(n)

Solucion:
Es sistema dada es causal, luego hay que determinar si es absolutamente sumable con (1.110)
de modo que

[o9] [o9]
Dlakl =) lal* =1+ lal + [af* + -
k=0 k=0

Esta serie converge dando como resultado

- 1

k =
Z'“' 1—a]
k=0

Si |al < 1, converge en caso contrario diverge, por tanto el sistema es estable.
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1.6.7. Sistemas LTI de duracion finita e infinita.

Para los sistemas tambien hay que tener en cuenta la duracion de la respuesta al impulso, del
cual se tienen dos tipos:

1. Respuesta al impulso de duracion finita (FIR, finite duration impulse response).

Un sistema FIR tiene una respuesta al impulso que es cero fuera de determinado intervalo
finito, de modo que

h(n) =0, n<0 y n=>=M

la convolucién se reduce

M-1
ym) = ) h(k)x(n— k)
k=0

El sistema simplemente pondera, con los valores de la respuesta al impulso h(k), k =
0,1,..,M — 1, las muestras mas recientes y sumando los M productos resultantes. Implicando
gue actua como una ventana solo viendo las muestras de la sefal de entrada recientes para
formar la salida, despreciando las muestras anteriores (x(n — M), x(n — M — 1, ...)). El sistema
FIR tiene memoria finita de M muestras.

2. Respuestaal impulso de duracion infinita (IIR, infinite duration impulse response).

Para el sistema IIR la formula de convolucién es

Y = ) h()x(n = k)
k=0

La suma de las muestras implica los valores presentes y pasados, se dice que el sistema tiene
una memoria infinita.

EDUCACION DE CALIDAD
www.udi.edu.co
Pagina 59 de 142



UNIVERSIDAD
I DE INVESTIGACION
Y DESARROLLO

Ingenieria Electrdonica
1.7. Sistemas LTI caracterizados por ecuaciones en diferencias con
coeficientes constantes.

La ecuacién de un sistema recursivo de primer orden se define de la forma

y(n) = ay(n —1) + x(n) (1.111)

Siendo a una constante. En el afigura 27 se observa como se representa un sistema recursivo
en diagrama de bloques.

xm) y(n)

a

<

Figura 27: Representacion en diagrama de bloques de un sistema recursivo.
Fuente: Autor
Ahora se aplica una sefial de entrada al sistema para n = 0, y se supondra una condicion inicial

y(—1). Se calcula los valores de y(n) paran = 0, comenzando por y(0), haciendo uso de la
ecuacion (1.111).

y(0) = y(=1) +x(0)

y(1) = ay(0) +x(1) = a®’y(=1) + ax(0) + x(1)

y(2) = ay(1) + x(2) = a®y(—1) + a®>x(0) + ax(1) + x(2)
yo = ayi—D+x(m)

a™ly(=1) + a™x(0) + a™ x(1) + -+ ax(n — 1) + x(n)
De forma simplificada
n
y(n) = a™y(-1) + Z akx(n—-k) n=0 (1.112)
k=0

Hay dos partes en la ecuacion (1.112), la primera es el resultado de la condicién inicial y(—1)
del sistema y la segunda parte es la respuesta de la sefial de entrada.
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Si el sistema inicialmente se encuentra en reposo, entonces su memoria debe ser cero siendo
y(—1) = 0. Es asi que un sistema recursivo esta en reposo a la inicial en condiciones iniciales
nulas. De modo que se puede decir que la salida corresponde a una respuesta para el estado
cero y se designa por yg-(n) y se define como

n
yec(n) = Z akx(n—k) n=0 (1.113)
k=0

La ecuacion (1.113) es una operacion de convolucién que consta de una sefial de entrada y la
respuesta al impulso

h(n) = a™u(n) (1.114)
Por la condicidn inicial se puede suponer que el sistema es causal. Se ha obtenido el resultado
del sistema recursivo en reposo descrito por la ecuacién de primer orden (1.111) es un sistema
LTI IR con respuesta al impulso dado en la ecuacién (1.114).
Ahora se supone que (1.111) no esta en reposo (y(—1) # 0) y que la entrada es x(n) =

0 para todo n. De modo que la salida del sistema para una entrada igual a cero es larespuesta
para la entrada nula o respuesta natural y se designa por ygy(n) y se define asi

yrev(m) = a™*ly(=1), n=0 (1.115)
Cabe destacar que un sistema recursivo con condicién inicial diferente de cero no esta en
reposo en sentido que pueda generar una salida sin haber sido exitado. La respuesta a la

entrada nula se debe a la memoria del sistema.

En general la respuesta del sistema se puede expresar de la forma

N M
y) ==Y ay(n—k)+ ) hx(n—k) (1.116)
k=1 k=0
Lo que equivale a
N M
Z a,y(n—k) = Z byx(n—k), ay=1 (1.117)
k=1 k=0

E entero N define el orden de la ecuacion en diferencias del sistema. La ecuacion (1.116) es
la salida del sistema y expresa la suma ponderada de las salidas pasadas y(n —1),y(n —
2),..,y(n—N) igualmente como las muestras de las entradas pasadas y presentes. Las
condiciones iniciales implican todo lo que se sabe sobre la historia pasada de la respuesta del
sistema para obtener la salida actual y futura.
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1.7.1. Solucion de las ecuaciones en diferencias con coeficientes constantes.

Este método se denomina método directo, que basicamente es determinar la salida y(n),n >
0 a una entrada especifica x(n),n = 0, y con unas ciertas condiciones iniciales. La solucion
plantea la suma de dos partes

y(n) = yr(n) + Vp(n)

solucion homogenea o soluciéon particular
complementaria

1.7.1.1. Solucién homogénea

Se inicia resolviendo la ecuacion (1.117), obteniendo la ecuacion en diferencias como
N

Z auy(n—k) = 0 (1.118)

k=1
Se inicia suponiendo que la solucién tien la forma de una exponencial asi

yp(n) = A (1.119)

Sustituyendo (1.119) en (1.118) se tiene

N
Z ary(n—k) =0 (1.120)
k=1
ATL—N(AN + allN_l + CLZAN_Z + -+ aN_1/1 + aN) = 0

Obteniéndose un polinomio denominado como polinomio caracteristico del sistema. Teniendo
N raices que se designan asi 14,4,, ...,4y, Siendo estas raices reales o complejas. En la
practica, los coeficientes a4, a,, ..., ay son reales generalmente. Las raices complejas seran
pares complejos conjugados, algunas raices pueden ser iguales, asi que se tendran raices de
orden multiple. Por ahora no existen raices de orden multiple.

La solucion homogénea dada por (1.118) es
Ya(n) = CAT + CoAT + -+ + Cy AR (1.121)

Los coeficientes C;, C5, ..., Cy Se encuentran con las condiciones iniciales del sistema.
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1.7.1.2. Solucion particular.

La solucion particular debe satisfacer
N M
Z axy,(n — k) = Z byx(n —k), a, =1 (1.122)
k=0 k=0
Si la entrada x(n),n = 0, es una constante la solucién particular tambien es una constante, si
x(n) es una exponencial, la solucion particular también es una exponencial. si x(n) es una
sinusoide, la solucién particular también es una sinusoide. Dependiendo del tipo de exitacion
sera la solucién particular. La tabla 1 muestra la solucién particular para los tipos de exitacion.

Tabla 1. Solucién particular para varios tipos de sefiales de entrada.

Sefal de entrada Solucion Particular
x(n) Yo ()
A (constante) K
AM™ KM™
AnM KOnM +K1nM—1 1+ "'+KM
A'nM An(KonM + KMl 4+ Ky
Acoswyn
{A sen Won} K; coswyn + K, senwyn

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)

1.7.1.3. Solucién completa.

De la solucion homogénea y la solucién particular se obtiene la solucién completa. Luego
y(n) = yp(n) + yp(n)

La solucién contiene las constantes {C;}, estas constantes se obtienen de las condiciones
iniciales. Con el ejemplo se ilustra el procedimiento a seguir.
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Ejemplo 1.11: Encuentre la solucidon completa y(n),n = 0, para el sistema en ecuaiones en
diferencias de segundo orden.

y(n) —3y(n—1) —4y(n—2) =x(n) + 2x(n — 1) (1.123)

Siendo la sefal de entrada
x(n) = 4"u(n)

Solucién: Primero se determina la solucion homogénea de la forma

yr(n) = A"
Se remplaza en (1.123)
At =31 — 42 =
AT2(A2-31-4)=0
Obteniendo las raices
A2—31-4=0
A+1DH1-4)=0
Mh=-1 y A, =4
Siendo la solucién homogénea
yr(n) = CA," + CA,"

ya(m) = G(=D" + GA" (1.124)
Para la solucion particular, como la sefial de entrada es de forma exponencial, esta tendra la

misma forma (ver tabla 1) teniendo en cuenta raices multiples, de modo que se supone que
tendra la siguiente forma.

yp(n) = Kn(4)"u(n) (1.125)
Sustituyendo en (1.123) se tiene

Kn(4)™u(n) —3K(n—1D)@)" u(n—1) —4K(n - 2)(4)" *u(n — 2)
= @)"un) + 24" u(n-1)

Se evalla la ecuacién anterior en n > 2 para que ningun termino del escalon unitario se anule
6 . .. .
y se toma n = 2 para obtener el valor de K = o siendo entonces la solucion particular
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6
yp(n) = gn(4)nu(n) (1.126)

Finalmente, la solucion completa es

y(n) = G (—1)™ + C,(H)" + gn(z;)n, n>0 (1.127)

Para obtener los valores de las constantes C; y C, se evaluan en las condicones iniciales n =
0 y n =1 en la ecuacion inicial (1.123) obteniendose

y(0) =3y(-1) +4y(-2)+1
y(1) =13y(—-1) + 12y(—2) + 9

Igualmente, se evalla la solucion completaenn =0 y n =1 dando

y(0) =C; +C,
24
y(1) =—-C, +4C, + ?

Para la respuesta en estado cero o respuesta en estado cero se hace y(—1) = y(—2) = 0 de
forma que

C1+C2:1

24
1 26

G = o5 Y Gy = 25
Es asi que la respuesta completa es

y(n) = —% (-D"+ % »" + gn(4)n, n=0 (1.128)
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2. TRANSFORMADA Z.

2.1. La Transformada Z directa.

Es una sefial discreta en el tiempo x(n) que se define como una seria de potencias

[0e]

X(2) = z x(m)z" 2.1)

n=-—oo

Donde z es una variable compleja. La relacion (2.1) se denomina transformada z directa, pues
toma una sefial en el dominio del tiempo x(n) y la representa en el plano complejo X (z2).

Para una sefial de entrada x(n) la transformada z se designa como
X(2) = Z{x(n)} (2.2)

Y la forma de relacionar x(n) y X(z) sera asi

x(n) & X(2) (2.3)

Como la transformada z es una serie infinita de potencias, sélo va a existes para aquellos
valores de z donde la serie converge.

2.2. LaRegiéon de Convergencia.

(ROC, region of convergence): Es el conjunto de valores de z donde X(z) tiene un valor finito.
Es asi, que al hablar de la transformada z siempre debe indicar su ROC.

Ejemplo 2.1: Encuentre la transformada z de las sefiales de duracion finita.
a) xl(n) = {]ﬂzré’ 7)0)1}

T
b) x;(n) = &(n)

c) x3(n)=6(n—k), k>0
d x,(n)=8(n+k), k>0

Solucion
a) X,(z) =2z2+2z'+5+7z71 + z73 ROC: plano z completo exceptoz =0 y z = o

b) X,(z) =1((n) S 1) ROC: plano z completo
c) X;(z)=2z7% (6(11 —k) o z"‘) ,k > 0 ROC: plano z completo excepto z = 0

d) X,(z) = zF (6(n +k) o z") ,k > 0 ROC: plano z completo excepto z = o
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En el ejemplo anterior se nota que la ROC de una sefial de duracion finita es el plano z
completo, exceptuando los puntos donde z no esta acotada, como son z* (k> 0) z =
wyz¥(k>0)z=0.

Matematicamente la transformada z es una representacidén alternativa de una sefial, los
coeficientes z™" es el valor de la sefal en el instante n, es decir, el exponente de z tiene la

informacion temporal necesaria para identificar la sefial.

Como z es una variable compleja se puede expresar de forma polar asi:

z=rel® (2.4)
Donder = |z| y 6 = £z, es asi que X(z) se puede expresar
X@)oyeio = ) x(u)r e S
n=-—co

Como |X(2)| es finito la secuencia x(n)r~" es absolutamente sumable.
La ROC de X(2),|X(2)| < o

1X(2)| = Z x(n) r~"e 0| < z |x()r eI | = z x(n)r ™™ (2.5)

n=-—co n=—oo n=—oo

La forma de encontrar la ROC de X(z) es igual a encontrar aquel rango de valores de r donde
la secuencia x(n)r—" es absolutamente sumable. Luego (2.5) se expresa asi

1X(2)| < i lx(W)r~"| + i < i'x(‘”)rnl + i
n=0 n=1 n=0

n=-—oo
Cuando X(z) converge ambos lados de la ecuaciéon (2.6) seran finitos en esa region. En el
primer termino de la ecuacion (2.6) es absolutamente sumable si hay valores de r pequefios
para los que el producto x(n)r ™ < n < o converge, es asi que la ROC contiene todos los
valores dentro del radio r; con r; < oo (ver figura 28 (a)).

(2.6)

x(n) x(n)
rh rh
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Im(z)

Regibn de convergencia para
Dk
n=1

Re(z)

(@)

Im(z)

Regién de convergencia para
L

Z x(n)

r’l
n=0

Re(z)

n<r<n

Re(z)

plano -z

©

Figura 28: ROC para X(z) y sus correspondientes componentes causal y no causal.

Fuente: Autor
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Por otro lado, al converger el segundo términos de la ecuacién (2.6), existen valores para r

grandes para los que la division &Z) sea absolutamente sumable, siendo la ROC la regién que

T
contiene todos los valores externos de la circunferencia de radio r > r, (ver figura 28 (b)).

Al ser ambos lados de la sumatoria sumables son finitos y X(z) converge, de modo que ROC
es la region anular en el plano z,r, < r < ry, region comun de las sumatorias y que son finitos.
(ver figura 28(c)).

2.2.1. Propiedades de la region de convergencia de la transformada Z.

La ROC se una sefial depende de su duracién tanto finita como infinita, ademas si es causal,
no causal o bilateral como se ve en la tabla 2.

Una seiial bilateral es un caso especial pues tiene duracion infinita del lado derecho y finita del
lado izquierdo, es decir, x(n) = 0,n < ny, < 0. Tambien se presenta el caso contrario, duracion
finita del lado derecho e infinita del lado izquierdo, osea, x(n) = 0,n > n; > 0. Un caso a tener
en cuenta también es una sefial con duracion finita a ambos lados x(n) =0,n <ny, < 0yn >
n; > 0. Este tipo de sefales se conocen como sefiales unilaterales por la derecha, unilateral
por la izquierda y bilateral de duracion finita, respectivamente.
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Tabla 2: ROC para diferentes sefiales segun sus caracteristicas.

Tipo de Sefal \

ROC

SENALES DE DURACION FINITA

Plano z completo

Causal
exceptoz =0
Plano z completo
No causal
excepto z = o
Plano z completo
Bilateral exceptoz =0y
zZ=o00
Causal lz| >,
No causal lz| <m
Bilateral rn<l|z| <nr

Fuente: Autor.
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2.3. Transformada z inversa.

Ya que se cuenta con X(z) y su ROC unica se puede definir el operador inverso tomando X(z)
y entragando la sefial x(n). Este procedimiento se conoce como transformada z inversa.

Para realizar el procedimiento de transformacion inverso se debe utilizar el teorema de la
integral de Cauchy, ya que es importante dentro de la teoria de la variable compleja.

La definicion de la transformada z fue dada en (2.1) como

o)

X(z) = z x(k)z ™k (2.7)

k=—o0

Si se multiplica a ambos lados de (2.7) por z"! y se integra en un contorno cerrado (ver figura
29) dentro de ROC de X(z) que contiene el origen, de modo que se tiene

i X(z)z"_ldz=jgc i x(k)z" 1 *dz (2.8)

k=—o0

C indica el contorno cerrado dentro de la ROC de X(z) recorrido en sentido contrario a las
manecillas del reloj. Ya que la serie converje en el contorno C, se puede hacer un intercambio
en el orden de las operaciones de integracion y sumatoria del lado derecho de la ecuacion
(2.8) quedando

Im(2)

Re(z)

Figura 29: Contorno C para la integral de la ecuacion (2.8).

Fuente: Autor
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jg X(2)z" ldz = Z x(k)f Z Z"17kdz (2.9)
c K=t C =
Ahora se hara uso del teorema de la integral de Cauchy, que establece que
1 _ 1, k=n (2.10)
_ n-1 — ) .
o A {0, k#n

C es cualquier controno que contiene el origen. Al aplicar (2.10) se reduce el lado derecho de
(2.9) a 2mjx(n), y es asi que la formula de inversion es

1
x(n) = —f X(z)z" dz (2.11)
2nj J,o
La ecuacion (2.11) permite determinar la secuencia x(n) a partir de la transformada z, no se
empleara directamente para evaluar la transformada z inversa. En las aplicaciones se usara

directamente el uso de tablas, en la tabla se encuentran las mas comunes.

Tabla 3:Transformada z de funciones mas comunes

Sefial x(n) Transformada z, X(2) ROC
é(n) 1 Plano z
1
u(n z|>1
() — 2|
1
au(n _— z| > |a
(n) —— 12| > |a|
-1
az
nau(n) m |z| > |al
1
—(@Mu(-n-1) — |z| <lal
1—az?
-1
az
—n(a")u(-n-1) A—=az1)? lz| < lal

1—z"1cosw,

cos(won)u(n) T~ 27 Tcoswg + 22 lz| > 1
sen(won)u(n) . Zzz:llcscf;l\/l:;o+ = |z| > 1
a™cos(won)u(n) . Zlclz_—?j;:\fvzsf(;zz‘z |z| > |al
a*sen(won)u(n) az_seruw, |z] > |al

1—2az tcoswy + a?z7?
Fuente: Autor
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2.4. Propiedades de la Transformada Z.

Una herramienta muy potente en el analisis de las sefales y los sistemas discretos en el tiempo
es la transformada z y que ofrece algunas propiedades se se ilustraran a continuacion.

2.4.1. Linealidad.

Si
zZ
x,(n) © X,(2)
se tiene también
Z
xz(n) © X,(2)
Es asi que

x(n) = ayx; () + ayx,(n) & a; X, (2) + ayX,(2) (2.12)

Para cualquier constante a; y a,.
Se puede generalizar para la cantidad de sefales necesarias. Basicamente dice que la
transformada z de una combinacién de sefales es igual a la combinacién lineal de sus

transformadas, es decir, que una sefal se puede expresar en una suma elemental donde sus
transformadas z son conocidas.

2.4.2. Desplazamiento temporal.

Si
Z
x1(n) © X1(2)
Es asi que
x(n—k) S z %X (2) (2.13)
La ROC de z7%X(z) es igual a X(z) exceptoparaz=0 si k>0 y z=o00 sik <O0.
2.4.3. Cambio de escala en el dominio z.
Si
x(n) & X(2), ROC:r, < |z| <1,
Es asi que
(2.14)

ax(n) i)X(a‘lz), ROC: |a|ry < |z| < |al|r,

La constante a puede ser real o compleja
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Demostracion: Se toma la definicion de la ecuacion (2.1)

o (°9)

Z{a"x(n)} = Z ax(n)z " = Z x(n)(a™1z2)™ = X(a 12)

n=-—oco n=-—oo
Ya que la ROC de X(z) es 1y < |z| < 1,, la ROC de X(a™1z) seria

n<lalz| <m
O también
lalr, < |z| <lalr,

Para una mejor comprension se expresa a y z de forma polar asi a = rye/"o y z = re/” y se
toma la variable compleja w =a"'z. De modo que Z{x(n)}=X(2)y Z{a"x(n)} = X(w)
verificandose que
w=alz= (ir> eJ (W=wo)

To
Al realizar el cambio de variable se observa que la region r, > 1 se estrecha 'y r, <1 se
expande en el plano z comninandose con la rotacion del plano z si w, # 2km (ver figura 30).
Es asi que hay un cambio en la ROC de la transformada donde |a| < 1. Cuando |a| = 1, osea
a = e/%o corresponde con la rotacion del plano z.

Plano w

Plano z Im(2) ‘PI m(w)

w=alz

0 ??e(z) 0 Re w)

Figura 30: Relacion del plano z con el plano w por la transformacion w = a='z, a = rye/%o.

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)
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2.4.4. Inversion temporal.

Si
x(n) éX(Z), ROC:1m < |z| <m,
Es asi que
1 1
x(=n) S X(z™Y), ROC: — < |z| < — (2.15)
7‘2 'rl

Demostracion:
Se parte de la ecuacion (2.1) teniendo

(0] (0]

2wy = ) x(-mz = ) xOE Y =XE

n=-—oo l=—c0
Haciendo el cambio de variable [ = —n. Quedando la ROC de X(z~1) como

n<lz7l<mn
O también

1 1
—< |zl < —
L) n

La ROC de x(n) es la inversa de x(—n), significa que si z, pertenece a ROC de x(n), entonces
Zi pertenece a ROC de x(—n).
0

Intuitivamente (2.15) se demuestra, si se refleja la sefal, siendo el coeficiente de z™" se
convierte en el coeficiente de z". De modo que al reflejar la sefial es igual que remplazar z por
z~! en la transformada z.
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2.4.5. Diferenciacién en el dominio z.

Si
x(n) & X(2)
Es asi que
z dx
nx(n) & —z @)
dz

Demostracion:
Al diferenciar en ambos lados de la ecuacién (2.1), se tiene

(0]

dX(z) _

n=-—oo n=-—oo

La ROC para ambas transformadas es la misma.

2.4.6. Convolucién de dos secuencias.
Si
Z
x1(n) <_>X1(Z)

VA
x;(n) © X,(2)
Es asi que

x(n) = x,(n) * x,(n) © X(2) = X1(2)X,(2)

UNIVERSIDAD
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(2.16)

= z x(n)(—n)z7"1=—z71 z [nx(n)]z™ = —z" 1 Z{nx(n)}

(2.17)

La ROC es la interseccion de las regiones de convergencia de X,(z) y X,(z).

Demostracion: La convolucion entre x, (n) y x,(n) esta definida por

o)

ORI YEAEACET

k=—o0

La transformada es

oo

X(z) = Z x()z=" = i [i 2, (k) x, (1 — k)

n=-—oco n=—oo Lk=—0o0
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Aplicando la propiedad de desplazamiento temporal e intercambiando el orden de las
sumatorias en (2.13) se tiene

X(z) = i xl(k)[i x,(n—k)z™"

k=—o0 n=-—co

= X%(2) ) 1027 = K (2)

k=—o0

Esta es una de las propiedades mas importantes de la transformada z, ya que la convolucién
de dos sefiales es la multiplicacion de sus transformadas. Para el célculo hay que realizar los
siguientes pasos:

1. Encontrar la transformada z de las sefiales que se vana convolucionar

X1(2) = Z{x;(n)}
(dominio del tiempo — dominio z)
X3(z) = Z{x,(n)}
2. Realizar la multiplicacion de las transformadas
X(z) = X,(2)X,(z) (dominio z)

3. Encontrar la transformada inversa de X(z)

x(n) = Z7YX(2)} (dominioz — dominio tiempo)

2.4.7. Correlacién de dos secuencias

Si
x,(n) <§>X1(Z)
x,(n) & X,(2)
Es asi que
Teyx, (D = Z x;(M)xy(n— 1) & Ry x,(2) = X1(2)X,(z71) (2.18)

Demostracion: Hay que recordar que
Teyx, (D = %1.(D) * x2(=1)
Al aplicar la propiedad de inversion temporal y convolucién se obtiene
Ryix,(2) = Z{x;(D}Z{x, (=1} = X1 (2)X2(z71)

La ROC es la interseccion de las regiones de convergencia.
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2.4.8. Multiplicacion de dos secuencias.
Si
Z
x1(n) ‘;’ X1(2)
x,(n) © X,(2)
Entonces

z 1
x(n) = x,(n)x,(n) & X(2) = ng X, ()X, (g) v-1dp (2.19)
Cc

El contorno cerrado (C) contiene el origen y esta en la ROC comun a X;(v) y x,(1/v)

Demostracion: La transformada de x(n) es

[0e] [ee]

X(z) = Z x(n)z ™" = Z x;(M)x,(n)z™™

n=-—oo n=-—oo

Aplicamos la transformada inversa

1
xl(n) = Ef Xl(v)vn_ldv
C

Se realiza un intercambio de posicion de las operaciones de multiplicacion e integracion,
obteniéndose

[ee]

x@) =54 xl(v)[ > wm ()"

n=-—0oo

v-1ldv

La operacion entre corchetes es la transformada de X,(z) evaluada en z/v. Por tanto

X(2) = if X, (v)X (E) v idv
2nj J . 1 2\
Obteniéndose lo que se esperaba.
Parala ROC hay que tener en cuenta que si X; (v) converge enry; < |v| < ry, Y X,(2) converge
enry < |z| < ry,laROC de X,(z/v) es
Z
71 < |;| < u

Entonces la ROC para X(z) seria

Tty < z| < 1ty (2.20)
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La aplicacion de esta propiedad se hard cuando se hable de disefio de filtros basados en
técnicas de ventana, donde se multiplica la respuesta al impulso de un sistema IIR por una
“ventana” de duracion finita, que sirve para seccionar la respuesta al impulso del sistema IIR.

2.4.9. Teorema del valor inicial.
Si la sefial x(n) es causal, es decir, x(n) = 0 para n < 0, es asi que

x(0) = lim X(z) (2.21)

Demostracion: Ya que x(n) es causal, la ecuacion (2.1) proporciona

[0e]

X@) = ) x(mz™ = x(0) + 2Dz +x(Dz 72 + -

n=0

Como z —» 00,z7" - 0y n > 0 se obtiene (2.21)

A continuacién, se mostrara un resumen de las propiedades mencionadas las que se
presentan en la tabla 4.
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Tabla 4: Propiedades de la transformada z.

Propiedad Dominio tiempo Dominio z ROC
x(n) X(2) ROC:1y, < |z| <m
Notacion x1(n) X,1(2) ROC,
Xy (n) Xz(Z) ROCZ
. . Interseccion de
Linealidad a;x;(n) + ayx,(n) a1 X1(2) + a,X,(2) ROC, y ROC,
La de X(2),
Desplazamiento _ —k excepto z =0 si
temporal x(n=1) 27X () k>0yz=o0si
k<0
Cambio de escala n 1
en dominio z ax(n) X(a™"2) la|r, < |z| < |a|r
Inversion 3 -1 1 1
temporal x(—n) X(z™) - <|z| < -
Conjugacion x*(n) X*(z") ROC
1
Parte real Re{x(n)} 5 [X(z) + X" (z")] ROC
. L 1
Parte imaginaria Im{x(n)} Ej[X(z) - X*(z9)] ROC
Diferenciacioén en dX(z)
el dominio z nx(n) T r<lz<n
. Interseccién
Convolucién x;(n) * x,(n) X, (2)X,(2) ROC, y ROC,
_ 1 Interseccion de la
Correlacion Ty, (1) Rz, (2) = X1(2)X3(277) ROC de

=x,(D) * x,(=D)

X1(2) y X,(z™H)

Teorema del valor
inicial

Si x(n) es causal

x(0) = le_)rglo X(2)

Multiplicacion

X1 (n)xz(n)

1 * % —
ch X, ()X, (1/v)vtdv

Fuente: Autor.
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2.5. Transformada z inversa mediante fracciones parciales.

La transformada se puede expresar de forma racional asi

B(Z) . bo + blz_l + -+ bMZ_M (222)

X(z) = =
) A(z) 1+a;z7t+-+ayz™V

Una funcion racional es propia si ay # 0 y M < N. Siendo del ndmero de ceros finitos
(coeficientes del numerador) es menor al nimero de polos (coeficientes de denominador)
finitos.

Una funcion racional impropia (M > N) se puede escribir como la suma de polinomios al igual
gue la funcion racional propia.

De forma general la funcién racional impropia se muestra asi
z - _wm-n , B1(2)
X(Z) :@:CO-{_ClZ 1+.”+CM—NZ M N)+m (223)

Cualquier funcién racional impropia se puede transformar en una funcién propia usando (2.23).
Se seguiran los siguientes pasos

Sea X(z) una funcién racional propia como se expresa en (2.22) donde ay # 0 y M < N, se
multiplica por zMal denominador como al numerdor para eliminar las potencias negativas
obteniendose

boZN + blzN_l + -+ bMZN_M (224)
ZN +a;zN"1 + -+ ayzN-N

Ya que las potencias son positivas y N > M, la funcion queda

boz" ™1 + byzN 2 4 oo 4 by zN M1 (2.25)

ZN + alzN—l + .o+ ay

X(z) =
Manteniéndose la funcion propia.

Hay que expresar (2.25) en una expansion en fracciones parciales o (2.24) en una suma de
fracciones simples. Primero se descompone el denominador de (2.25) en factores que tengan
los polos p4, p,, ..., py de X(2). Aqui hay dos casos a destacar
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2.5.1. Polos diferentes.

Como los polos se suponen todos diferentes, se busca una expresion de la forma

X@ _ A p A2 A (2.26)
Z Z—P1 Z—P2 Z— PN

De modo que hay que encontrar los coeficientes A4, 4,, ..., Ay, para ello se multiplica ambos
lados de la ecuacion (2.26) por (z — px), k = 1,2, ..., N a cada termino, es asi que se tiene

(z —pi) X(2) _ (z —pi) A (z —pi) An (2.27)

z zZ—h Z—Pn

Si se hace z = py, la ecuacién (2.27) permitira encontrar los coeficientes asi

— D) X
A = P X(z) , k=12,..,N (2.28)

V4
Z=pk

La ecuacién (2.28) y la expansion (2.26) funciona igual mente para polos complejas asi como
para los polos reales.

Los polos complejos conjugados producen coeficientes complejos conjugados en la expansion
en fracciones parciales.

2.5.2. Polos de orden multiple

Cuando X (n) contiene un polo multiple de orden m, es decir, que el factor del denominador es
(z —pr)™ Yy (2.26) no se cumple. La expansion debe contener los terminos

A A A
1k + 2k 2+...+$m
z—pr (2—p2) (z — i)

Los coeficientes {4;,} se evaluan diferenciando respecto a z.

Una vez obtenida la expansion en fracciones parciales, se puede pasar a la inversion de X(z).
Primero se consideran los polos diferentes, la expresion en (2.26) quedaria

1
e Ay— (2.29)

+A
1—pz71 21 —p,z

La transformada z inversa, x(n) = Z~1{X(z)}, se encuentra invirtiendo cada termino de (2.29)
y realizando la combinacion lineal correspondiente. Con la tabla 3 se obtienen los términos
usando la formula
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1
2 )
1—pyz?! (2.30)
_ { (i)™ u(n), si ROC:|z| > |px| (senales causales)

—(p)™u(—n —1), si ROC:|z| < |px| (sefiales no causales)

Si la sefal es causal, ROC es |z| > pmax YV Pmax = max{|p1l, |p2|, .., |py|}, todos los terminos
de (2.29) se expresa asi

— 2.31
x(n) = (AP + AP} + -+ + Aypiyu(n) (2:31)

Si los polos son reales (2.31) es la expresion para x(n). Es asi que la sefal causal, tiene
transformada z conteniendo polos diferentes y reales y es una combinacion lineal de sefales
exponenciales reales.

Si los polos son diferentes y complejos. Los términos de (2.29) daran componentes
exponenciales complejos. Pero si la sefial x(n) es real, los terminos seran reales y los

polinomios de X(z) tendran coeficientes reales.

Si el polo es complejo p;, su complejo conjugado p;* tambien sera un polo. La contribucion de
polos complejos conjugados es

x,(n) = [Ar(pi)™ + Ay (pi) " u(n) (2.32)

Estos términos al combinarlos pueden formar los componentes de una sefal real. Primero hay
que expresarlos en forma polar 4; y p; (amplitud y fase) asi

A, = A, e (2.33)

pk = 'rkejﬁk (234)

Donde «; y B, son componentes de fase de A, y py, sustituyendo en (2.32) se obtiene
X1 (1) = |4l " [ Frnt ) 4 e Bt |y (m) (2.35)
Lo que esigual a
X, (n) = 2|Ag | cos(Brn + ai)u(n) (2.36)
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Es asi que se puede concluir

Ay A
- = 2|AIn" (2.37)
<1 - ka—l + 1 — pk*Z_1> I kIT'k COS(ﬁkn + ak)u(n)

La ROC es |z| > |pi| = 1.

De la ecuacién (2.37) se deduce que cada pareja de polos complejos conjugados en el dominio
de z da como resultado una componente sinusoidal de la sefial causal con una envolvente
exponencial. La distancia del polo respecto al origen la da r; al igual que la variaciéon de la
exponencial (si r, > 1 crece, si 1, < 1 decrece y es constante si r, = 1). El angulo de los polos
respecto al eje real proporciona la frecuencia de la sefial sinusoidal. Los ceros solo afectan de
forma indirecta a la amplitud y la fase de x; (n) a través de 4.
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3. MUESTREO DE SENALES.

3.1. Muestreo y reconstruccidn de sefiales continuas en el tiempo.

Las sefales de voz, biologicas, sismicas, de radar, de sonar y diferentes sefiales de
comunicacion como audio y video, son analdgicas. Para procesar este tipo de sefales. Es
necesario convertirlas a formato digital, es decir, convertirlas en una secuencia de nimeros
con precision finita. Este procedimiento se llama conversion analdgica-digital (A/D) y los
dispositivos se denominan convertidores A/D (ADC). La figura 31 ilustra los tres pasos que
requiere el proceso de conversion.

D. Muestreo: Es la conversion de una sefal continua en el tiempo en una sefal
discreta en el tiempo que se obtiene mediante la toma de “muestras” de la sefal
continua en instantes discretos. Por tanto, si x,(t) es la entrada del muestreador,
la salida sera x,(nt) = x(n), donde T es el intervalo de muestreo.

E. Cuantificacion: Aqui se realiza la conversion de una sefial de valores continuos
tomados en instantes discretos de tiempo en una sefial de valores discretos en
instantes de tiempo discretos (sefal digital). Cada muestre representa el valor
seleccionado dentro de un conjunto finito de posibles valores. La diferencia entre
la muestra no cuantificada x(n) y la salida cuantificada x,(n) es el error de

cuantificacion.

F. Codificacion: En este proceso, cada valor discreto x,(n) se representa por una
secuencia binaria de b — bits.

Convertidor A/D

Muestreador Cuantificador Codificador

Sefial

Sefial Senal discreta Sefial digital

analégica en el tiempo cuantificada
Figura 31: Partes basicas de un convertidor analdgico-digital (A/D).

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)
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Se ha modelado el convertidor A/D como un muestreador, un cuantificador y un codificador,
en la préactica, el proceso lo realiza un anico dispositivo. Las operaciones de muestreo y
cuantificacion se pueden realizar en cualquier orden, pero en la practica, el muestreo se hace
siempre antes que la cuantificacion.

En el procesamiento de voz, que es uno de los muchos casos practicos, es deseable convertir
las sefales digitales a formato analdégico. Ya que no es posible escuchar la secuencia de
muestras de una sefial de voz o verlos digitos que corresponden a una sefal de TV. El proceso
de conversion de una sefial digital a una analdgica se denomina conversion digital-analdgica
(D/A). Los convertidores D/A realizan interpolacion, es decir, “conectan los puntos” de una
sefal digital, la precision depende de la calidad del proceso de conversion. La figura 32
muestra un método simple de conversion D/A, llamado aproximacion por escalones o mediante
retencion de orden cero. Hay otro tipo de aproximaciones como la conexion lineal de una pareja
de muestras sucesivas (interpolacion lineal), ajuste de una funcién cuadratica a través de tres
muestras sucesivas (interpolacién cuadratica), etc. Para aquellas sefiales con un contenido
limitado en frecuencia (ancho de banda finito), el teorema de muestreo especifica el método
optimo de interpolacion.

El muestreo no da lugar a perdida de informacion, es decir, no introduce distorsion en la sefial.
En principio, la sefial analégica se puede reconstruir a partir de las muestras, siempre y cuando
la tasa de muestreo se lo suficiente alta para evitar el problema conocido como aliasing. La
cuantificacion es un proceso no reversible que distorsiona la sefial, la cantidad de distorsion
de pende de la precision, es decir, el numero de bits del proceso de conversion A/D. Lo que
afecta la eleccion de la precision del convertidor A/D son el coste y la frecuencia de muestreo,
cuando el coste aumenta es que ha aumentado la precisién y/o la frecuencia de muestreo.

N Aproximacién
Senal X
R por escalones
= original /
X,/ = ~ //
Er 7/ N p
= \qaz.ﬁ
=
< /
/
/
-/
/
/ 1 1 L 1
0 2T 4T 6T 8T
Tiempo
Figura:

Figura 32: Conversion digital-analogica (D/A) mediante escalones.

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)
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Las sefiales reales son de naturaleza analdgica. La obtencion de informacion principal requiere
un proceso a través de sistemas adecuados de tiempo continuo. El disefio de estos sistemas
puede ser complejo y ademas costoso.

En los ultimos afios se ha avanzado en la microelectronica en dispositivos con caracteristicas
como: procesadores mas rapidos y poderosos, mas pequefios y de bajo costo. Estos
procesadores son faciles de implementar, por medio de algoritmos, sistemas de tiempo
discreto que permiten procesar y obtener informacion a partir de las sefiales. El vinculo entre
el mundo analégico y el mundo digital donde el procesamiento es simple y barato es lo que se
denomina muestreo o sampling, es decir, obtener una representacion de una sefial de tiempo
continuo, lo mas parecida posible, mediante una sefial de tiempo discreto.

Se tomara lo que denomina muestreo periodico o uniforme es tomar una sefial y generar una
secuencia de tiempo discreto de la forma

x(n) =x,(nT), —oco<n<o (3.1)

Donde x,(t) es la sefial analogica y T el periodo de muestreo.

La frecuencia de muestreo F, =1/T debe ser grande para que no cuse perdidas de
informacion espectral (aliasing). Se estudiara el proceso de muestreo calculando la relacion
entre los espectros de las sefiales x,(t) y x(n).

Si la sefial x,(t) no es periddica, pero tiene energia finita, el espectro queda de la siguiente
forma por la transformada de Fourier

X, (F) = J xg(t)e It dt (3.2)
Y la sefal x,(t)se recupera a parir de su espectro por la transformada inversa de Fourier asi
xg (1) = f X, (F)el?™FtdF (3.3)

El espectro de una sefal discreta en el tiempo, obtenida muestreando x,(t) esta dada por la
transformada de Fourier asi

X(w) = Z x(n)e=imm (3.4)

O también
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X() = ) x(me o (3.5)

Al aplicar la transformada inversa de Fourier se recupera la secuencia x(n) asi
s

x(n) = %.[-_HX(W)ejW"dW
1/2 (3.6)
~ [ xpermrar

—1/2
3.2. Introduccidén al Muestreo Periddico

Para encontrar la relacion entre el espectro de la sefial discreta y el espectro de la sefal
analdgica, hay que fijarse en que el muestreo peridédico impone una relacion entre las variables
independientes t y n en las sefiales x,(n) y x(n), es decir,

n

t=nT=—
" TF

(3.7)
Esta relacion en el tiempo implica una relacion entre las variables de frecuencia
Fy fenX,(F)yX(f) respectivamente. Asi que al sustituir (3.7) en (3.3) se tiene

x(n) = x,(nT) = f X (F)el?™F/Fsqp (3.8)
Y al comparar (3.6) con (3.8) se llega a la conclusion

1/2 o)
f X(fe™mdf = f X, (F)el?™F/Fsqp (3.9)
-1/2 -0

Es asi que el muestreo periddico relaciona las variables de frecuencia F y f de las sefiales
analdgicas y discretas en el tiempo, lo que indica que

F
f=% (3.10)

Al realizar un cambio de variable de (3.10) en (3.9) se obtiene como resultado

Fg/2 . o .
— X(F)el2™mF/Fsqp = J X (F)el?™F/FsqR (3.11)
s J—Fs/2 -
El rango de la integral del lado derecho de (3.11) se puede dividir en un namero infinito de
intervalos de anchura F; es asi que la integral de rango infinito (lado izquierdo) se expresa
como una suma de integrales, quedando
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(k+1/2)Fs

f X, (F)e/?™F/FsqF = z f X, (F)el?™F/FsqF (3.12)
—o0 - (k—1/2)F;

X, (F) en el intervalo de frecuencias de (k — 1/2)F, a (k+ 1/2) F, esigual a X,(F — kF;) en el
intervalo — F,/2 a F,/2 es asi que se obtiene

(k+1/2)Fs Fs/2

z ] Xa(F)ejZHTlF/FSdF = Z j Xa(F—sz)ejZ”nF/FSdF
k=—00 (k—1/2)F; it F/2

o (3.13)
Fs/2 .
= f Z X, (F — kF,)| e/2™F/FsqF
—Fs/2 |, S=%
Se ha usado la periodicidad de la exponencial compleja
ej21m(F+kFS)/Fs — ej21mF/FS
Al comparar (3.13), (3.12) y (3.11) se llega a concluir que
X(F)=F, ) Xo(F = kF) (3.14)
k=—o0
Lo que es igual a
X =E ) Xl(f ~IOE] (3.15)
k=—o0

La ecuacion (3.15) es la relacién que se buscaba entre el espectro X(F)o X(f) de la sefal
discreta y el espectro X,(F) de la sefial analogica. El lado derecho de las ecuaciones (3.14 o
3.15) son una repeticion periodica del espectro escalado F,X,(F) con periodo F;.

Si se supone que el espectro de una sefial analégica de banda limitada (ver figura 33 (a)). El
espectro se hace cero cuando |F| = B. Si la frecuencia de muestreo F, se toma mayor a 2B, el
espectro X(F,) como el que se aprecia en la figura 33 (b), es asi que la frecuencia de muestreo
serd F; = 2B, donde 2B es la frecuencia de Nyquist, quedando

X(F) = KXo(F), |FI<FK/2 (3.16)
En este caso no se presenta aliasing, asi que el espectro de la sefial discreta es idéntico al

espectro de la sefial analogica en un rango de frecuencia fundamental |F| < F,/2 o |f| < 1/2.
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- F
0 —-B 0 B
(a)
X(F)
x(n) = x,(nT)
FX/(F+F)) F
I I /\ v FJXu(F) Frxn(F o F_\')
TTI IIITT? -1 1 L 1 - F
0 il | *Fx 0 Fs Fs
(b) X(F) £
x(n)
FS
¢ | I I Ty . : . i
0= T |—= —F, 0 F, F,
(c) 2
X(F)
x(n)
T T I I T T — 1 1 s F’
0= T |I= —F, 0 F,;
(d)
£,(0) X(F)
t F
0 —-FJ2 0 FJ2
(e)

Figura 33: Muestreo sefial andloga de banda limitada y aliasing.

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)
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Si la frecuencia de muestreo se selecciona de modo que F; < 2B, la continuidad periodica de
X, (F) resulta en un solapamiento espectral, como se muestra en la figura 33 (c) y (d). Y el
espectro de la sefial discreta X (F) contendra frecuencias suavizadas del espectro de la sefal
analdgica produciendose aliasing e impidiendo recuperar la sefial original x,(t) a partir de las
muestras.

La figura 33 (b) muestra una sefial sin aliasing, de modo que se puede reconstruir la sefal
original x(n) a partir de las muestras, asi

) = {%X(F), IF| < F/2 3.17)
¢ 0, IF| > F,/2 '

Y teniendo en cuenta la transformada de Fourier dada por (3.5)

o

X(F) = z x(n)eJ2mFn/Fs (3.18)

n=—oo

La transformada inversa es

Fg/2
xg(t) = f X, (F)el?mFtdF (3.19)

—Fg/2
Cuando F; > 2B y se aplica (3.17) a (3.19) se tiene
1 (Fs/2 ® _ .
xa(t) = —J Z x(n)e—JZnnF/Fsd el2nFt K
FS _FS/Z

k=—o0

Fg/2

1 © .
=— Z x(n) J eJ2mF(t-n/F) qp (3.20)
F; _Fs/z

n=-—oo
00}

B sen(m/T)(t — nT)
- Z *a (D) = =

n=-—oco
Donde x(n) =x,(nT) y T =Fl que es el intervalo de muestreo. Esta es la formula para la
S

reconstruccion expuesta por el teorema de muestreo.

La ecuacion (3.20) usa la funcion

_ sen(m/T)(t)
90 ==

Desplazada un valor nT,n = 0,+1, %2, ..., y multiplicada por las muestras de la sefial x,(nT).

(3.21)
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La férmula (3.20) con la que se reconstruye la sefial analdgica a partir de sus muestras se

conoce como férmula de interpolacion ideal, y es la base del teorema de muestreo el cual
se describe a continuacion.

3.3. Teorema de muestreo.

Una sefial continua de banda limitada con frecuencia alta (ancho de banda) de B hercios sé6lo
se puede recuperar siempre que la tasa de muestreo sea F; > 2B muestras por segundo.

Por lo enunciado anteriormente y la ecuacion (3.20) la recuperacion de la sefal x,(t) a partir
de x(n) necesita un numero infinito de muestras. Pero en la practica requiere un numero finito
de muestras de la sefial y se trabaja con sefiales de duracion finita, es asi que se trabaja con
una serie de muestras finitas.

Al presentarse aliasing por una tasa de muestreo muy lenta, se produce un reflejo de los
multiplos de la variable de frecuencia F para la sefial analogica. La figura 34(a) muestra el
espectro de una sefal analdgica. Por la ecuacion (3.14), el muestreo producido con frecuencia
F; produce repeticiones periodicas de X,(F) de periodo F, . Al ser F, menor a 2B, las replicas
desplazadas se solaparan como se ve en la figura 34(b), en un rango de frecuencia

fundamental —F,/2 < F < F,;/2. La figura 34(c) es el espectro en un rango |f| < % de la suma
de todas las partes desplazadas de la frecuencia fundamental.

.,,
=]
-

(c) B

Figura 34: Aliasing alrededor de la frecuencia de solapamiento.

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)
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Es claro que el muestreo periodico fuerza el reflejo del eje de frecuencias de una sefial
analégica en multiplos impares de F;/2, dando como resultado F = fF; entre las frecuencias
de la sefial continua y discreta en el tiempo. Por el solapamiento la relacion F = fF; no es
completamente lineal, la linealidad se da por tramos como se ve en la figura 35.

f

1| ==

Figura 35: Relacion entre la frecuencia F y f .

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)

Sila banda de la sefial analogica es limitada B < F; /2, larelacion entre F y f sera lineal y punto
a punto, lo que quiere decir que no existe aliasing. En la practica se realiza un prefiltrado con
un filtro de antialiasing antes del muestreo, es asi que se asugura que las componentes de la
sefial, F > B se atenuen para que si se presenta aliasing la distorsion sea despreciable en la
sefal deseada. La figura 36 muestra las relaciones entre las funciones en el dominio del tiempo
y frecuencia de x,(t), x(n), X, (F) y X(f).

X, (F)= [m\u(l)r J2%F1 iy
[ Par de transformadas }
de Fourier
. x,(1) X(F) =
x,(f) = / X (FeFt dF
X,(F) = 1x(§)
Reconstruccién: I-‘/
sen a(t — nTIT In< j

X, (=3 x(n) —————
n="e n(t — nT)/T

A/D
~—+— AD

- /
DIA —i—w

XN=F, 3 X1 -WF,)
k -

X(h= Y x(n)e-i2am
- x(n) == X(NH —
Par de transformadas
de Fourier

12
x(n) = ] X(f)e5fn df
an

Muestreo:
x(n) = x,(nT)

Figura 36: Relaciones en el dominio del tiempo y frecuencia para sefiales muestreadas.

Fuente: (Proakis & Manolakis, 2007)
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4. TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER (TDF)

La transformada discreta de Fourier en un método que se usa para definir una sefia
muestreada frente a las frecuencias espectrales que componen la sefial. Realiza el estudio de
funciones periddicas en parametros cerrados, dando como resultado una sefal discreta. La
cual se definird a continuacion

La transformada discreta de Fourier es una sefial x(n) definidaenelrango 0 <n <N —1 se
define de la siguiente forma

N-1 N-1
2T
X[k] = Zx[n]e_’ﬁk" = Zx[n]wN"”, 0<k<N-1 (4.1)
n=0 n=0

2T
Donde wy = e '~ y los valores espectrales X(k) se evaluanen 0 < k < N — 1. Al término wy,
se le denomina frecuentemente “twiddle factor” el cual es un conjunto de valores complejos.

4.1. Interpretacion de la TDF.

Se encuentran dos puntos de vista los cuales permiten interpretar los resultados obtenidos de
una secuencia x;[n] a través de la transformada discreta de Fourier.

1. Los coeficientes espectrales: Una vez conocidos de la serie de Fourier. Se observa en
la sefial periddica discreta, con muestreos coincidentes con la secuencia x;[n].

2. El espectro de una sefial periddica discreta, con muestreos correspondientes a la
secuencia x[n].

La transformada discreta es una aproximacion al espectro de la sefial analdgica original. Su
fase depende de los instantes de muestreo, mientras que su magnitud depende del intervalo
de muestreo.

4.2. Propiedades.

La TDF tiene diversas propiedades, la mayoria son versiones de tiempo discreto de las
propiedades de la transformada en tiempo continuo (CTF) las que se describiran en la siguiente
tabla 5.
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Tabla 5: Propiedades TDF

Propiedad Par de transformadas/Propiedad
Linealidad ax[n] + bv[n] <> aX(£2) + bV (D)
Desplazamiento en el tiempo por la ‘
derecha o por la izquierda x[n — q] © X (£2)e779°, g cualquier entero
Inversién en el tiempo x[-nleX(-02) = X(02)
d
Multiplicacién por n nx[n] <> j EX (£2)
Multiplicacién por una exponencial
compleja x[n)e* & X (Q — (1), ) real
Multiplicacién por sen (2yn x[n] sen (n H%[X(.Q + 0) — X (2 — ()]
1

Multiplicacién por cos £2yn x[n] cos £dyn <> E[X(.Q + () + X(£2 - ()]
Convolucién en el dominio de tiempo x[n]*v[n] = X (2)V(42)

. o 1 =
Sumatoria izzox[z] Rt e_mX(.Q) + n;mﬁX(an)a(.(l — 2mrn)

Multiplicacién en el dominio de tiempo x[n]v[n] < i / X (02— A)V(A)dAa

o0 1 w
Teorema de Parseval > x[nlv[n] = 2—[ X(Q)V(2)dn
n= w -
[o.9] 1 ™
Caso especial del teorema de Parseval > x¥[n] = o / X () dn
n=—o0 T S
Relacion con la CTFT inversa Six[n] <> X(2)y y(t) < X (w)p,.(w), entonces

x[n] = y(#)l;=n = ¥(n)

Fuente: (Kamen & Heck, 2008)
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5. DISENO DE FILTROS.

5.1 Introduccién
Los filtros digitales de respuesta impulsional finita (FIR) se basan en obtener la salida a partir,
exclusivamente, de las entradas actuales y anteriores. Asi, para un filtro de longitud N:

N-1

y(n) = box(n) + byx(n—1)+ -+ by_1x(n—N+1) = z bix(n — k) (5. 1)
k=0

donde los {b;} son los coeficientes del filtro.

Ante un estimulo impulsional, la respuesta es finita lo que justifica su denominacion.
La salida {y(n)} puede escribirse como la convolucion de la entrada {x(n)} con la respuesta
impulsionada {h(n)}

s 0 k<0
y(n) = Z h(k)x(n—k) con h(k) = {h(k) 0<k<N (5. 2)
k=—o00 O k 2 N
luego la expresion puede reescribirse como:
N-1
y(m) = )" h(k)x(n - ) (5. 3)
k=0

de donde, identificando (5.16) y (5.17), observamos que b, = {h(k)}, es decir, los coeficientes
del filtro corresponden a la respuesta impulsional.

5.1.1 Filtros de fase lineal.

La ventaja de los filtros FIR pueden disefiarse para que presenten FASE LINEAL. La linealidad
de fase implica que se verifiquen ciertas condiciones de simetria:
1. Un sistema no causal con respuesta impulsional conjugada simetria (h(n) = h*(—n))
tiene una funcion de transferencia real.
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2. Un sistema no causal con respuesta impulsional conjugada antisimétrica (h(n) =
—h*(—n)) tiene una funcién de transferencia imaginaria pura.

Es decir, se tendran fases que pueden cero Oég si queremos que las secuencia sean

realizables, las retardaremos un nimero de muestras adecuado para que se transformen en
causales.

Si se consideran sistemas FIR con coeficientes reales, una secuencia conjugada simétrica se
dice que es una secuencia PAR, y una secuencia conjugada antisimétrica es una secuencia
IMPAR. Dependiendo del numero de coeficientes del filtro y del tipo de simetria tenemos varias
posibilidades. Como se muestra en la tabla 6

Tabla 6: Tipos de simetria seguin numero de coeficientes.

TIPO | NUMERO DE SIMETRIA
COEFICIENTE
S (N)
Impar Simétrico ’ ’

)
n

h(k) = h(N —1—k)

h(N-1-n)

h_(n)=h_(n)
o
o o
=]
—
—o
o
h(n)=l
o
=] w
=]
—eo
—eo
o

-0.5 -0.5

-2 0 2 0 2 4

[l Par Simétrico
h(k) =h(N —1—-k)

nelT=N ()

h ()
o
o o
o
—o
o
=h(N-1-n)
o
o 3
o
o
o

Il Impar No Simétrico o = 4
h(k) = —h(N —1—k) 2 P . ;‘ T,
¢ T R
58_1 §—1
-2 0 2 0 2 4
v Par No Simétrico . =
h(k)=—-h(N—-1-k) | = v, |3 0
T T
Ig-1 ’;*::-1
-2 0 2 0 2 4
n n

Fuente: Autor.
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La respuesta en frecuencia para un filtro de tipo I.

Es asi que para un filtro de longitud impar y respuesta impulsional simétrica alrededor del
punto central, se obtiene:

H(z) = h(0) + h(1)z~* + h(1)z2 + -+ h(N — 1)z=N-D (5-4)
Con h(k) =h(N —1—k)y N impar.
]
Al sacar factor comun z |z | y se agrupan términos de acuerdo con la simetria
N-1 N-1 N—-1 N-3 N-3
H@ =2 E2 h2 T+ e - 02 T2+ h)al 74 nov - 2027 5.5

o1

Con lo que, realizando el cambio z = e/ y aprovechando la propiedad de simetria de los
coeficientes, la respuesta en frecuencia queda asi

N—-1

Hw)=e "z {Zh(O)cos (W %) + 2h(1)cos (W% — 1) + e

()

(5. 6)
Lt S
- N-1 N-1 N-—-1
Hw) = e_]WT{ 2h(k)cos |w———k |+ h|—— 1
PR
Con lo que
( #—1 N-1 N-1
HW)AWw)el®W)  con Aw) = ’Z; 2h{k)cos (W 2 k) + h( 2 ) (5.7)
N-1
@(W) = —WT

donde A(w) € R, con lo que toda la informacion de la fase se encuentra en ©(w) que es lineal
en w. Por tanto, el retardo de grupo es lineal:
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do(w) (N-1) (5. 8)
dw 2

T(w) = —

esto significa que, al hacer pasar una sefal por un filtro FIR de estas caracteristicas, el retardo
es el mismo para todos los arménicos que componen la sefial y ésta no se distorsiona. La
magnitud del retardo no depende de los coeficientes del filtro con lo que estos se pueden
escoger libremente para modelar la respuesta en amplitud. El retardo introducido por el filtro
es, (N — 1)/2F, segundos.

Para los otros tipos obtenemos las siguientes expresiones:

Tipo Il: h(k) =h(N—-1—-k) y N par

( 71
N-1
Hw) = A(w)e/oW) ConéA(W) - kZO 2h(k)cos< 2 k) (5.9)
N-1
L o(w) = —W——

|H(w)|v=r = 0. No es aducuado para disefiar filtros pasa alta ni elimina banda

Tipo lll: h(k) = —=h(N —1—k) y N impar

( N
~1
Hw) = Aw)el®®  cond A0V = ; 2h(k)sen (W - k) (5. 10)
T N-1
oW =5 w5~

|[HW)|lw=0 =0 vy |[HW)|,=r = 0. No es aducuado para disefiar filtros pasa baja ni pasa alta.
Se usan para disefiar transformadores de Hilbert (es un tipo de filtro pasa todo que produce
un desfase de 7 /2 a la sefial de entrada) y diferenciadores (determinan la derivada de la
sefial de entrada).
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Tipo IV: h(k) = —h(N —1—k) y N par

y-1
Hw) = AW)el®™  con Alw) = Z Zh(k)sen( [— —k ) (5. 11)
I N-1
\ OW) =5 ~w—5—

|[H(w)|,=0 = 0. Como en el caso anterior se utiliza para disefiar tranformadores de Hilbert y
diferenciadores. La fase indicada en los dos casos anteriores considera que A(w) es positiva,

si es negativa se incluira un retardo adicional de r resultando 6(w) = m — w( ) para filtros

simétricos y O(w) = 7 -w (NT) para antisimétricos.

Por lo tanto, si se exige que los coeficientes de un filtro FIR presenten simetria par o impar, se
asegura la linealidad de la fase y por tanto se evita la distorsion de fase.

5.1.2 Ubicacién de ceros.

Los filtros FIR solo presentan polos en el origen, por lo que siempre son estables. Sobre el
posicionamiento de los ceros, resulta facil demostrar que en los filtros de fase lineal los ceros
se dan en pares reciprocos, es decir, si z, es una raiz del polinomio H(z), también lo sera z,™!
Como se ve, a continuacion:

La funcién de transferencia de un filtro FIR es:

N-1
HG) = ) k(2™ (5.12)
k=0
Al sustituir z por z~1
N-1 N-1
H(Z—l) — Z h(k)Zk = zN-1 Z h(k)Z—N+1+k (5 13)
k=0 k=0
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Se realiza un cambio de variable en el indice de la sumatoria de forma que k' = N — 1 — k,

N-1

H(Z_l) — ZN—l Z h(N —-1- kI)Z—k (5 14)
k=0
Si ademas se trata de un filtro FIR de fase lineal h(k) = +h(N — 1 — k)

HE™) =2V (@) ) a7+ = 22V FHE) (5. 15)
k=0

de lo que se deriva las raices del polinomio H(z~1) son también raices de H(z). Si ademas se
quiere que los coeficientes sean reales, las raices complejas deben aparecer en forma de
pares complejo conjugados.

Por ejemplo, el diagrama de ceros y polos del filtro y(n) = x(n) —x(n — 1) + 2.79x(n — 3) —
2.79x(n —4) + x(n — 6) — x(n — 7) es como se aprecia en la figura 37

EDUCACION DE CALIDAD
www.udi.edu.co
Pagina 101 de 142



UNIVERSIDAD
I DE INVESTIGACION
Y DESARROLLO

Ingenieria Electrdonica

Qo
1l
o
0.5f
=
&
§ o o e Az o
=3
E
-0.5
o
-1t
o
-15 -1 -0.5 0 05 1
Real Part
10 3.5
3.5
3
x5 35-
- w
235
E
1 05 0 05 1 Basf
i &
1 Las
£y
= o 350
g0 ©
= 3.5
2
g-10 as
-20 35
1 -05 0 0.5 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
w/n Normalized Frequency (xx rad/sample)

Figura 37: Posiciones de ceros y polos, magnitud y fase y retardos.

Fuente: Autor.
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5.2 Disefo de filtros FIR

Existen tres grandes bloques de métodos de disefio de filtros FIR con fase lineal:

e Meétodo de las ventanas
« Muestreo en frecuencia
« Rizado constante (equiripple).

El método de las ventanas se basa en acotar la respuesta impulsional infinita de un filtro ideal,
el método del muestreo en frecuencia propone que se fijen una serie de puntos de la respuesta
en frecuencia del sistema y, a partir de la DFT inversa, obtener los coeficientes del filtro. Por
ultimo, existe una familia de métodos que se basan en definir la respuesta en frecuencia ideal
delfiltro y, fijado un orden, obtener los coeficientes que generen la respuesta mas aproximada,
en particular, los mas comunes se basan en la aproximacion de Tchebyshev.

5.2.1 Método de las ventanas

Si se quiere implementar un filtro pasa baja con una respuesta ideal (transicién abrupta de la
banda pasante a la atenuada), la respuesta impulsional es infinita y no causal. Para obtener
un filtro FIR realizable se puede proponer truncar h(n) y retardarla hasta convertirla en causal.
La respuesta impulsional del filtro ideal pasa baja viene dada por:

w,. sen(w.n)

, n#*0
h(n) = 147/TC wen (5. 16)
?, n=20

En la figura 38 se muestran algunas de sus muestras
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Figura 38: Respuesta al impulso de un filtro paso bajo ideal

Fuente: Autor

El método de las ventanas se basa en truncar la respuesta impulsional infinita de un filtro ideal.
El procedimiento es el siguiente (como se ve en la figura 39):

1. Obtener la respuesta impulsional del filtro ideal que deseamos disefiar w(n)(pasa- baja,
pasa-alta, etc.)

2. Enventanar (truncar) dicha respuesta impulsional. h(n) = h;(n)w(n), w(n) es la

respuesta impulsional de la ventana y w(n) la respuesta del filtro ideal. La respuesta de
la ventana debe ser de la forma.

funcion simétrica en el intervalo

w(n) =
O enelresto

3. Desplazar la respuesta impulsional enventanada un namero adecuado de muestras
para hacerla causal. (también se puede desplazar la respuesta impulsional del filtro ideal
previamente, para que la secuencia enventanada sea causal)

Como el producto en el dominio del tiempo equivale a una convolucion en el dominio de la
frecuencia, podemos estudiar el efecto que este enventanado tiene sobre la respuesta
frecuencial del filtro.
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Figura 39: Procedimiento de ventana
Fuente: (Oppenheim & Schafer)
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Se considera la ventana mas sencilla; la ventana rectangular. Supongamos que se aplica sobre
una version retardada de la respuesta impulsional ideal. La ventana estara definida como:

(1 0<n<N-1 (5.17)
wm) = { 0 n=N
La expresion en el dominio Z es
1—2z7" (5. 18)
W(z)=14+z"1+ -z N2 4 77N+ =
1-—2z71
Es asi que la respuesta en frecuencia (ver figura 40) es
N—-1\ Sén (N—W)
ww) = e ") —g (5. 19)
sen ()
0
-10f
13.2018dB
-20
@ 30
3
= a0}
-50(
60}
m1=2mfN
% 02 0.4 0.6 08 1

Frecuencia

Figura 40:: Respuesta en frecuencia de una ventana rectangular de longitud N=31.
Fuente: Autor
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Se define la anchura del I6bulo principal de la ventana como el doble del intervalo de
frecuencias hasta el primer nulo que para la ventana rectangular se producen en las
frecuencias

21k
Wy = —, k=123,..,N—1 (5. 20)

Se ve que el I6bulo principal tiene una anchura que es inversamente proporcional a la longitud
de la ventana.

P . . 4
La anchura del I6bulo principal para la ventana es 7"

Cuando N crece, el I6bulo principal se estrecha. Los I6bulos secundarios también se estrechan
y se atenlian progresivamente, de forma que, en el limite, cuando N tiende a infinito, el I6bulo
principal es infinitamente estrecho y los secundarios desaparecen dando lugar a una delta, lo
gue corresponde con el hecho de que una ventana de longitud infinita es una secuencia de
valor constante cuyo contenido espectral es nulo salvo para la componente de continua. Dado
gue la respuesta en frecuencia del filtro disefnado sera igual a la convolucion en el dominio de
la frecuencia de la respuesta en frecuencia del filtro ideal y de la ventana, ésta ultima jugara
un papel determinante en las caracteristicas del filtro obtenido.

El efecto del enventanado o truncamiento de la respuesta ideal es doble:

a) Por una parte, la anchura del I6bulo principal esta relacionada con la aparicion de una
banda de transicion en el filtro. Cuanto mayor sea el I6bulo principal mayor sera la banda
de transicion del filtro.

b) Por otra, la presencia de I6bulos laterales (secundarios) lleva a la aparicion de un rizado
u oscilaciones en la respuesta en frecuencia, en ambas bandas, (mas apreciables en la
banda no pasante).

A la vista de este analisis, se puede tratar de mejorar las prestaciones del filtro real aumentando
el numero de puntos considerados, sin embargo, el incremento de la longitud del filtro eleva su
carga computacional (idealmente para N — oo se tendria una sefal de continua, cuyo espectro
es un impulso, por lo que al convolucionar obtendriamos la respuesta ideal del filtro). Una
opcion que se plantea es generalizar el concepto de ventana y emplear secuencias distintas
de la rectangular para realizar el truncamiento de la respuesta impulsional deseada.

Si se trata de justificar por qué de la aparicién de los I6bulos secundarios vemos que se debe
a que la ventana rectangular (ver figura 41) presenta una discontinuidad abrupta que, al pasar
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al dominio de la frecuencia, conlleva un reparto de la energia por todo el espectro a causa del

aliasing. Desde un punto de vista mas matematico, en el estudio de las series de Fourier se
determind que si una funcién con una discontinuidad (filtro ideal) era aproximada mediante
series de Fourier aparecen sobreoscilaciones en las proximidades de la discontinuidad. A
medida que el numero de términos (ventana de mayor longitud) aumenta, el nivel de oscilacion
va disminuyendo, hasta hacerse cero cuando N — oo, excepto en la discontinuidad en la que
aparece una sobreoscilacion de amplitud aproximada igual al 11% de la amplitud en la
discontinuidad, tanto en la banda pasante como en la no pasante. Este comportamiento

oscilatorio en las proximidades de la discontinuidad se conoce como EFECTO GIBBS (ver
figura 41).

comportamiente Ventana ractangularmc=0. 25 Filtra Ventana rectangular: EFECTO GIBBSmc=O.25

— MN=1001
M=2001

/\ 1.E.!B- I SR S
4 /:\_,/\ s 1.05[ ||.

3
[1] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 02 021 022 023 024 025 026 027 028
(%3 wn

Figura 41: Comportamiento ventana rectangular y EFECTO GIBBS.

Fuente: Autor

Por tanto, si se emplean ventanas cuyos extremos se anulen progresivamente, se consigue
gue los lébulos secundarios se atenuen. Sin embargo, esta reduccion de los extremos se
puede interpretar, intuitivamente, como una reduccion de la ‘longitud efectiva’ de la ventana,
con lo que se ensanchara el I6bulo principal. Por tanto, se vislumbra la posibilidad de reducir

la energia de los I6bulos secundarios a costa de aumentar la anchura de la zona de transicion
del filtro.

Son numerosas las funciones planteadas para enventanar la h(n) ideal y el decidirse por una
u otra depende de las caracteristicas de nuestro problema, es decir, si dada una longitud del
filtro, se estd mas interesado en reducir al maximo la zona de transicion (ventana rectangular),
atenuar lo mas posible los I6bulos secundarios (p.e. ventana Blackman) u optar por una

solucion de compromiso. La expresiéon matematica de alguna de las principales ventanas se
ve en la tabla 6.

EDUCACION DE CALIDAD
www.udi.edu.co
Pagina 108 de 142



UNIVERSIDAD
I DE INVESTIGACION
Y DESARROLLO

Ingenieria Electrdonica
Tabla 7: Funciones de ventana para filtros FIR.

Dominio del tiempo

Ventana h(n),0<n<N-1
1 0<n<N-1
Rectangular {0 n>N
Zh_N—H
Bartlett (triangular) 1— 2
N-1
Blackman 0.42 — 0.5 2mn + 0.08 hiddl
. 5cos 7 +0.08cos —
. 2nn
Hamming 0.54 — 0.46cos N =
1 2mn
Von Hann (Hannin —(1 — )
( 9) > cos 7

oo () -~ 5|

Kaiser
N-—-1
I [« (F77)]
_ L
sen [Zn (n —% /(N — 1)]
] N—h,N-1T ('L>0
anczos 2n(n— 5 )/ > )
1 | Al P
, n ) sSa ) ) a
1[1+ (n—(1+a)(N—1)/2 )}
7] e A C RS YoV Sy
Tukey N1 N—1
a(N—l)/2S|n— . |s .
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UD:s

En la siguiente tabla 7 se ve los valores para cada una de las ventanas mas usadas.

Tabla 8: Valores que toma el filtro disefiado segun la ventana.

Anchura de la Pico I6bulo Atenuacion del
Anchura del banda de . filtro disefiado
Ventana , . L secundario de la
|6bulo principal | transmision del ventana (dB) con la ventana
filtro disefado R,(dB)
4 1.8
Rectangular il Tﬂ -13 -21
_Barlett 8_n 6.1n 25 25
(triangular) N
Von Hgnn 8_7T 6.21 31 a4
(Hanning) N
Hamming 8_7r ﬂ -41 -53
N
12 11
Blackman il il -57 -74
N N

]

— Rectangular
Bartlett
- =+ Hanning
- Hamming
—— Blackman
4 [
|/ |

00

-13.0

— Rectangular
Bartlatt

- -~ Hanning
+ Hamming
—— Blackman

-27.0
320

0.8f

—-43.0

0.6
-58.0F

[Wiu)|(dB))

0.4

0.2

BER

0 002 004 006 008 01 012 014 016
wn

Figura 42: Representacion grafica en el dominio del tiempo y espectro.
Fuente Autor.

Finalmente, se puede ver el resultado de disefiar un filtro FIR paso bajo con frecuencia de corte
normalizada de 0.25 y longitud 101 (ver figura 43).
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Disefio con ventanas. (uC:CI.25

—— Rectangular
— Bartlett
™ - - - Hanning
| \ -+ Hamming
=] \‘ o —— Blackman
_44 | ; ¥ R VY
—_— i
& -53| ! 1
=2 f ['\
== I i i L {
874 ik oE R F B F
T fs [T Iy .
= P! N PRI PN -y
: A i / ' '\_[: Vv e
1 | | oA
| ! : ' ¥ e
] ' | 1§ ' ]
i L I o
' ! |
T
i
i
L L L L L 1
0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
/1
Disefio con ventanas. o =0.25 Disefia con ventanas. @ _=0.25
106|‘ : : : : p— Rec‘alngijlalr | i
/ Bartlett 0.09 Iﬂ'.| Rectangular
-~ Hanni v Bartl
- H:nmnr::}gg 0.08 || ;|| - H::ngitr‘llg
1.04 —— Blackman 0.07 J'| Hamming
- | 11 —— Blackman

Rizado en banda pasante [ [
[ 0.08 ‘

— — H
5 = 0.05{| 3
: 3w || R LV
1 ooef ([ 3 :
| 0.03 | '§| | Ill Rizado en banda atenuada
’ il [
0.98 [ | 1o
[ 0.02 ‘ qll VoL "\ /(\"-. {\
0.01 ‘ \ Illlll VRAVER /\\/\ -’\/
0.96 ol - T TR \/
01 03 035 0.4

wn

Figura 43: Disefio filtros FIR con frecuencia de corte 0.25 y N=101.

Fuente: Autor

Otras ventanas:

En las ventanas consideradas, la anchura del I6bulo principal es inversa al valor de N y la
atenuacion del lobulo secundario no depende del orden sino del tipo de ventana. El orden
determina la anchura de la banda de transicion. Estas ventanas no son muy versatiles para el
disefio de filtros ya que no podemos controlar la anchura de la banda de transicion y la
atenuacioén independientemente. Existen otro tipo de ventanas como la de Kaiser (ver figura
44), definida con 2 parametros N y [, que nos permiten controlar ambos parametros
independientemente. Su definicidn es mas compleja, a partir de funciones de Bessel. La gran
utilidad de esta ventana es que existen expresiones aproximadas para la eleccion de

parametros de disefio, ademas modificando los valores de B podemos tener formas de la
ventana similares a la anteriores.
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Ventana de Kaiser =6 Ventana de Kaiser N=31
20
— p=t
o p=6
[ ) == p=10
-20} * 1
| LRI SO N
—40f v H .
— — M A
Z a0 & 3 SRy B
2 _ wallg = S R # 3 ;e :
: =100 R R R ATATE At
—sof |l O I R TR T L S
: _120 B R L [
' (. 1 N
-100 [ ' o
140 | v : v
H v ! ]
-120 —180 ' ]
—140 —180
[i] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(2 @i

Figura 44: Ventana de Kaiser
Fuente: Autor
Las ecuaciones de disefio son:

Dados W, W, 6,, 8,

Para la respuesta del filtro ideal se tomaW, = %(Wp + W)

A= 20l0g10(min(61, 62)) (5 21)
0.1102(A — 8.7), A >50dB
B =140.5842(4 — 21)°* + 0.07886(4 — 21), 21 <A <50 (5. 22)
0, A<21
DE,,
AF =-—= AF=F—F (5.23)

Siendo D
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A—7.95
p={Ta36 474 (5. 24)
0.922 A<21

Como resumen, el método de diseio por ventanas se basa en, dada una longitud del filtro N,
obtener los N términos de la respuesta impulsional del filtro ideal que, al multiplicarlos por la
funcién de pesos (ventana), nos dan los coeficientes del filtro real. Como los términos de la
respuesta ideal y las ventanas son simétricos respecto al punto central, el filtro presenta fase
lineal.

5.2.2 Método del muestreo en frecuencia.

Se va a definir la respuesta en frecuencia de un filtro a partir de fijar N puntos de |H(w)|. Para
mayor simplicidad, se supone que los puntos escogidos estan uniformemente distribuidos por
todo el espectro digital. Se puede obtener h(n) a partir de la Transformada de Fourier inversa
de {H(k)}, version muestreada de la H(w).

En un apartado anterior vimos que en funcién de que la longitud del filtro sea par o impar y la
simetria de los coeficientes sea par o impar, tenemos cuatro tipos de filtros, con 4 expresiones
de la relacion entre h(n) y A(w) (A(w) es la amplitud, que puede ser positiva 0 negativa pero
siempre es una magnitud real) que presentan unas relaciones de simetria interesantes (ver
tabla 8 y figura).

Tabla 9: Relaciones de simetria segun el tipo.

Tipo | Longitud | Coeficientes | Simetriaenw = 0 Simetriaenw =7 Periodicidad

I Impar Simétricos Par Par 2

P Alw) = A(—w) Alm+w) = A(r —w) i

o Par Impar

Il Par Simétricos A(w) = A(—w) AGT +w) = —A(T — w) 41
I Impar No Impar Impar 2

b simétricos Aw) = —A(—w) A(m+w) = —A(mr —w) i

No Imprar Par

v Par simétricos Alw) = —A(—w) Alm+w) = A(r —w) 4
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Type 1
Alw)
‘I__/--\| /1\ | _/_|
- 0 ™ 2 Ir [
Type 2 Alw)

Type 3 Alw)
| | w
-r 0 !ruz'rr 31r\_/1:r
Type 4 Alw)
| 1 |
v 0 - Zn 3r (T

Figura 45: Simetria sugun el tipo.

Fuente: Autor

Disefio para un filtro tipo I:

H
T
I

N-—

1 VAL 1 21T (n E)
h(n) = IDFT{H(k)} = N H(k)e!*™~N = N A(k)e? " N\""2
k=0 k=0
N-1 (5. 25)
1 2 . k/ N-1 ety . k/ N-1
= 5140 + Z A(k)eJZ”N("‘T) + Z A(k)eIZ”N("—T)
haciendo el cambio en el indice del segundo sumatorio con k' = N — k,se obtiene:
N-1
1 2 __k{ N-1
h(n) = 34 4(0) + Z AG)e W (=7)
k=1
(5. 26)

N-1

N-1
2 , ~
+ Z A(N — k')e‘fz”kﬁ("‘¥)ef2”("‘7)l

k'=1 )
Como A(k) es simétrico respecto al punto medio w = m:
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N-1
2

( \
h(n) = %i 0) + Z A(k)ejzn 2 + Z A(k' )e—JZE )f

k'=1

)
_ %iA(O) " Z A [ 4 e-ﬂ”%("-¥)]j

con lo que:

h(n) = %! A0) + fZA(k) cos [2”%(" B NT_l)ﬂ
= )

\

(5.

(5.

27)

28)

Para el resto de tipos, se obtienen expresiones similares (muestras igualmente espaciadas y

la primera en w = 0) como se ve en la tabla 9:

Tabla 10:Expresiones para los diferentes tipos.

N—1

Tipo [Longitud: Impar.
I |Simetria: Par h(n) =

A(O) + z 2A(k) cos [Zn <n — ?)]l
" )

N—-1

Tipo Longitud: Par.

I |Simetria: Par h(n) = % A(0) + Z 2A(k) cos [Zn%(n - u)]
k=1

2

Longitud: Impar.

Simetria: Impar

;II-:po (N es impar) h(n) = —{Z 2A(k) sen [27r (— - n)]}

Longitud: par. %
Tipo 1 k(N—-1
IV (N es par) h(n) = N ; 2A(k) sen [ZHN (T - n)] + A (—

Simetria: Impar

N
2

el

N-1
2

~n)]
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Con este método de disefio, obtenemos un filtro cuya respuesta en frecuencia pasa por los
puntos fijados, sin embargo, en principio no controlamos el resto de los valores de la respuesta.
Veamos la transformada Z del filtro definido para interpretar el método del muestreo uniforme
en frecuencia desde otro punto de vista:

No1 N=1p N . = N1 _,
H(z) = Z h(r)z™t = Z NZ H(k)e]Wkr] 77 = N H(k) [ejWkZ_l]
r=0 r=0L k=0 k=0 r=0
4.2
- N (4.2)
N-1 1— |e/7 Z—1] LNt
= Y HI— =N ) ——
=0 1—e/Nkz-1 k=0 1—e/W"z1

es decir, H(z) puede obtenerse a partir de una férmula de interpolacién de los valores de H (k)
fijados para la obtencién del filtro. La expresion de H(z) indica que ésta se puede expresar
como una descomposicion en cascada de dos filtros. A su vez el segundo filtro esta expresado
como una descomposicion en paralelo que tendra tantos términos como valores no nulos tenga
H(k). Si se trata de filtros en los que la banda de paso es estrecha, el numero de muestras no
nulas sera pequeno por lo que esta estructura sera mas eficiente que estructuras directas. La
desventaja es que se pueden originar inestabilidades si por efectos de redondeo la cancelacion
polo-cero no es exacta, ya que se esta implementando este filtro FIR de forma recursiva.

En las siguientes figuras (46 a 49) se mostrara un ejemplo de disefio de filtros FIR de fase
lineal, por el método del muestreo en frecuencia, para cada uno de los cuatro tipos posibles.
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1.4 :
—— Filtro disenado

o Muestras A(w)

1.21

Figura 46: Tipo |

1.5

— Filtro disefiado
o Muestras A(w)

0 0.5 1 1.5
/T

Figura 47: Tipo Il

EDUCACION DE CALIDAD
www.udi.edu.co
Péagina 117 de 142

UNIVERSIDAD
DE INVESTIGACION
Y DESARROLLO

Ingenieria Electrdonica



|H(o)|

|H(w)]

UNIVERSIDAD
I DE INVESTIGACION
Y DESARROLLO

Ingenieria Electrdonica

1.5 T T I
f — Filtro disefiado
: o Muestras A(w)
1| v | |
0.5 )
0¢-%-& &-¥ oo . oo
—0.5f _ 1
-1 ' . 66000000
0 0.5 1 1.5 2
w/T
Figura 48: Tipo Il
1.4 : :
—— Filtro disefiado
- o Muestras A(w)

(\Uﬁ{me—n—eooooooo.oo

0.5 1 1.5 2
/'

Figura 49: Tipo IV
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Utilizacién de método:

o Dada la respuesta ideal del filtro, elegir la longitud y tomar N muestras equiespaciadas
en el intervalo [0,211].

o Utilizar las férmulas explicitas dadas anteriormente o la transformada discreta de Fourier
inversa (Matlab) para determinar h(n). (Este ultimo proceso no tiene en cuenta la
simetrias, pero existen variantes rapidas, ifft() que permite hacer este calculo
eficientemente)

Caracteristicas del filtro disefiado:

« El error de aproximacion (diferencia entre el filtro ideal y el disefiado) es cero en las
frecuencias muestreadas.

o El error de aproximacion en el resto de frecuencias depende de la respuesta ideal.
Transiciones bruscas en la respuesta en frecuencia implican mayores errores.

« El error es mayor en los limites de las bandas y menor dentro de ellas.

El problema que se presenta es la aparicion de rizado y sobreoscilaciones en los puntos de
discontinuidad de la respuesta deseada y que son, a priori, dificiles de evaluar. La solucion es
ampliar la zona de transicion, evitando la caida abrupta, para ello se puede optar por
transiciones mas suaves entre bandas, tal como se ha hecho en el disefio del filtro de tipo |.

Otra posibilidad es dejar sin fijar uno o dos puntos en la zona de transicién y definir un
procedimiento de calculo que localice estos puntos minimizando el rizado en las bandas
pasante y no pasante.

Hasta aqui se ha considerado el caso de fijar N puntos equidistantes en el espectro y tal que
el primer punto coincida con el nivel de continua, sin embargo, existen otras posibilidades como
el tomar otro origen para fijar los puntos o permitir la seleccion de puntos irregularmente
distribuidos a lo largo del espectro, seleccionar zonas ‘no importa’ en las cuales no imponemos
condiciones, etc.
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5.2.3 Disefo por aproximacion de Tchebyshev

Los métodos anteriores son sencillos de implementar, pero tienen desventajas, ya que no se
pueden especificar w, y w, de forma precisa. Los valores de §; y §, no se pueden elegir
independientemente. (En el método de las ventanas §; = §,, y en el método del muestreo en
frecuencia en el mejor de los casos existen métodos para optimizar respecto de §,), ademas
el rizado no se distribuye uniformemente en las bandas. Si el error se distribuye uniformemente
podemos disefar filtros que verifican las especificaciones con menor orden. El método que
lleva a cabo esta distribucién del error se denomina Método de disefo de filtros 6ptimos de
rizado constante.

Se plantea el disefio del filtro como un problema de aproximacién de Tchebyshev, para ello se
propone un criterio de disefio 6ptimo, en el sentido de que el error de aproximacion entre la
respuesta en frecuencia ideal y la real se reparten uniformemente en cada banda, pasante y
atenuada (de ahi el apelativo de equiripple), minimizando el error maximo en cada una de ellas.
El filtro resultante presenta, pues, rizado en ambas bandas.

Para el disefio se consideran 5 caracteristicas:

1. N el orden del filtro.

w, limite superior de la banda pasante

wg limite inferior de la banda atenuada

6, maximo rizado de la banda pasante

d, minima atenuacién de la banda atenuada.

arwn

El problema se plantea como la minimizacién de una funcion de error definida como

E(w) =W(Ww)[Hp(w) — HWw)] (5. 29)

Hp(w) : respuesta del filtro ideal (5. 30)

W (w): funcién de coeficientes para especificar el error permitido en cada banda (5. 31)

Dada esta funcion de error el objetivo es hallar los coeficientes h(n) que minimizan el valor de
E(w) en toda la banda, permitiendo un valor maximo del error especifico dado por §; y 8,
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min [mvt';\xIE(w)IJ1 (5. 32)

coeficientes

5.2.4 Comparacion entre los distintos métodos de disefo

METODO DE LAS VENTANAS

o Histéricamente, fue el primero en aparecer, los otros dos se desarrollaron en la década
de los ’70.

« No fija de manera adecuada las frecuencias criticas w, y wg ya que éstas dependen del
tipo de ventana y de la longitud seleccionada.

MUESTREO EN FRECUENCIA
« Controlamos perfectamente la anchura de la zona de transicion, ya que es igual a 2 /N.

e Hay procedimientos rapidos para el calculo de los coeficientes, bien basandose en la
FFT, bien con las ecuaciones propuestas anteriormente. Especialmente interesante si
la mayor parte de los puntos el médulo de la ganancia son cero o uno.

« Como inconveniente, se tiene un pobre control de la respuesta fuera de esos puntos y
el procedimiento puede convertirse en un esquema de prueba y error.

APROXIMACION DE TCHEBYSHEV

« Permite un control total de las caracteristicas del filtro en cuanto a frecuencias,
ganancias y longitud.

« No existe una forma facil de optimizar el disefio respecto a la longitud del filtro, aunque
existen aproximaciones como la de Kaiser:

_ZOlo‘glo(“ 6162) —13 +1 con Af = ML (5. 33)
14.6Af 2m

N =

O la mas compleja, pero precisa, de Hermann

Dy (61, 85) — f(61,8)(AF)° |, (5. 34)

N=
Af
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Donde , Do (84,8,) = [0.005309(log;¢8,)? + 0.07114(log148,) — 0.4761](log15;) —
[0.00266(10g108;)% + 0.5941(log,,5;) + 0.4278]

f(61, 62) =11.012 + 051244(l0g1051 - log1062) (5 35)

5.3 DISENO DE FILTROS IIR

Son sistemas cuya salida depende no sélo de salidas anteriores, sino ademas estando en
reposo, al ser estimulados con una entrada impulsional, su salida no vuelve al reposo, de ahf
el calificativo de filtros de respuesta impulsional infinita (IIR). La ecuacion en diferencias
general es de la forma:

yn) =box(n) + byx(n—1) + -+ byx(n—M) —a;y(n—1) —a,y(n —2) — -+
—ayy(n—N) =

" . (5. 36)
- Z bex(n — k) — Z ay(n—k)
k=0 k=1
El orden lo dan los valores maximos que toman My N.
La funcion de transferencia en Z es
Ziﬁo byz™*
H(z) = =2 ¢ 5. 37
() =S (5.37)

Hay sistemas que pueden tener esta forma, pero no los hace IIR como es

1—275

y(n) =yn—-1)+0.2x(n) — 0.2x(n — 5) H(z) =0.2 T

-1

Aparentemente es un filtro IR ya que tiene términos recursivos, pero se ve que ésta no es sino
una forma distinta de representar el sistema:

y(n) =0.2x(n) + 0.2x(n — 1) + 0.2x(n — 2) + 0.2x(n — 3) + 0.2x(n — 4)

Donde se evidencia que es de fase lineal
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Comparado con un FIR, un filtro IR requiere un orden mucho menor para cumplir las
especificaciones de disefio, sin embargo, estos ultimos no pueden disefarse para tener fase
lineal. Existen técnicas de compensacion de fase mediante la utilizacion de filtros pasa todo,
sin embargo, esto aumenta la longitud total del filtro.

Sino es necesario que el sistema sea causal (no funcionara en tiempo real) se puede conseguir
fase lineal mediante filtros IIR realizando un filtrado BIDIRECCIONAL este consiste en filtrar la
sefal, invertir el orden de las muestras obtenidas y volver a filtrar de nuevo. La sefial obtenida
no tendra distorsion de fase.

Hay dos formas para el disefio de filtros IIR

1. INDIRECTA: Es aquella que se aplica a filtros analogicos previamente disefiados,
realizando transformaciones para convertirlos en digitales con iguales
caracteristicas. Los métodos fundamentales son:

- Impulso invariante
- Por analogia o por aproximacion de derivadas
- Transformacion bilineal

2. DIRECTA: Se impone una serie de condiciones a las respuestas para los valores
de los coeficientes. Centrandose en dos métodos:

- Aproximacion de Padé
- Aproximacion de minimos cuadrados

Aun que es un método poco usado también se encuentra el disefio por ubicacién de ceros y
polos.

5.3.1 Localizacion de ceros y polos para filtros IIR

Los filtros IIR méas generales (ARMA (modelos autorregresivos de media movil)) contienen
ceros y polos. Si los coeficientes del filtro son reales, si los ceros o polos son complejos siempre
aparecen como pares complejos conjugados.

La condicion de estabilidad, para sistemas causales implica que los POLOS se encuentran en
el interior de la region de convergencia. Los ceros no tienen efecto sobre la estabilidad del
sistema y pueden encontrarse en el interior o en el exterior de dicha region.
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Cuando los ceros y polos de un sistema se encuentran en el interior de la region de
convergencia se dice que el sistema es de FASE MINIMA.

Cuando todos los ceros y polos estan en el exterior de la de la region de convergencia se dice
que el sistema es de FASE MAXIMA.

En general, cuando se tienen ceros y polos en el exterior y en el interior se dice que el sistema
es de FASE MIXTA.

Es facil verificar que si un sistema tiene un cero en el exterior de la ROC (zy =a |a|>1)y

. , . 1\* . . .
este se sustituye por su reciproco conjugado (z, = (Z) la] > 1) el sistema tiene la misma

respuesta en frecuencia en modulo multiplicado por un factor constante igual al modulo de
cero, si bien la respuesta en fase si experimenta cambios.

Un sistema de FASE MINIMA también se define como aquel que experimenta un cambio de
fase neto nulo; es decir, ®(r) — P(0) =0

5.3.2 Método a partir de prototipos analdgicos.

A) Aproximacién impulso invariante.

Se disefia un filtro digital IR cuya respuesta impulsional, h(n), sea la versibn muestreada de
la respuesta impulsional del filtro analogico equivalente: hy;(n) = h,(nT), conn =0,1,2,.

Se tiene en cuenta el caso de partir de un filtro analégico con N polos simples.

N
A
H(z) = Z k (5. 38)
S — Sk
k=1
La respuesta al impulso h,(t) es
N N
ha(8) = ZAkeskt = h()= ZAkeSk"T (5. 39)
k=1 k=1

Es asi que, al considerar que el filtro es causal, la transformada Z del filtro digital es
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N N 1
ZAkesknT] z "= ZAkm (5 40)
k=1 k=1

Por tanto, se detectan los polos del filtro analdgico {s,}, se descompone H(s) como suma de
monomios y se obtiene H(z).

H(z) = TZ[h(n)] = Z

0

Al comparar (4.39) y (4.41) se observa que por cada polo en s, se tiene un polo en z, = e5«T

El efecto que tiene la transformacion sobre la posicion de los polos al pasar del dominio de
Laplace al Z (ver figura 50) es

N N
bi _ bi
H,(s) = Z oy = H@= Zm (5. 41)
AJQ )

T sT |FF:1
et E =< __5
)

- G
_ , > >
e
-/'T

Figura 50: Transformacion de Laplace a Z

Fuente: (Chen , 2009)

Caracteristicas:

- En ambos filtros se mantiene la respuesta al impulso

- Se mantiene la estabilidad (Filtros analdgicos estables dan lugar a filtros digitales
estables)

- Larelacion entre frecuencia es lineal pues:
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Analégico: Sk = jQ (5. 42)
. . Z = eskT = ejQT _
Digital: g = oW } -w=QT (5. 43)

Desventajas:

Dado que este método produce un “mapeado muchos a uno”; se va a producir aliasing. Esto
es sencillo de ver si se tiene en cuenta que se esta muestreando la respuesta impulsional del
filtro analdgico. El contenido frecuencial de h(n), es la respuesta en frecuencia del filtro
analogico. Se sabe que en los filtros ideales su respuesta no puede ser cero en una banda por
lo que independientemente del valor de T, siempre habra una contribucién de H(Q), que no
verificara el teorema de muestreo. Si la frecuencia de muestreo es g = 2nF;, todas las
frecuencias analégicas por encima de Q,/2 produciran aliasing. Para que el método funcione

adecuadamente el filtro analdgico debe verificar H(Q) = |Q| > % . Por esta razén este método

no es adecuado para el disefio de filtros pasa-alta ni elimina-banda. Ademas, si se tiene en
cuenta los prototipos analdgicos considerados, los filtros de Tchebyshev 1l y los Elipticos
presentaran peor comportamiento debido al rizado en la banda no pasante.

B) Aproximacién por analogia (derivadas).

La idea es establecer una analogia entre el operador diferencial en el dominio de Laplace y el
dominio Z.
- En sistemas analdgicos, el diferencial es: H(s) = s
- En sistemas discretos se puede realizar una primera aproximacion de la derivada que
es la llamada ‘backward difference’ y que se define como:

dy@®| _y@D -yl -T7) y®)-yn-1

(5. 44)
dt eepr T T

Su transformada Z queda
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-1

- (5. 45)
H(2) = —
Asi que igualando términos (ver figura 51)
|

T =1 T

El efecto que tiene la transformacion sobre la posicion de los polos al pasar al dominio Z des
pues de Laplace es el siguiente

Si se hace un cambiode s =0 +jQ 7=—0
1-(o+j)T
Se tiene
c=0 0=0 -» z=1
c=0 Q=40 - z=0"

c0=0 Q=-o0 - z=0%
c<0 QO - Jzl<1
S plane z plane

Py
S

P

unit circl
Figura 51: Transformacion paso dominio s a dominio z

Fuente: (Chen , 2009)

Como se ve en la figura 51, la limitacion es evidente puesto que, partiendo de filtros analdgicos
estables, no pueden disefarse filtros pasa alta, al no poder ubicar polos fuera del circulo
sombreado.
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Otra posibilidad seria plantear alguna otra aproximacion al operador diferencial como por
ejemplo el calculo de la derivada a partir de la ‘forward difference’

dy®)| _yWT+T)—y@l) yr+1-ym (5. 47)
dt ly—pr T T '
gue genera una relacion de la forma:
-1
s=ZT =  z=1+sT (5. 48)

gue, observando el efecto que esta transformacion tiene sobre la posicién de los polos al pasar
del dominio de Laplace al Z (ver figura 52), no da lugar a un método de interés puesto que
filtros analdgicos estables no siempre da lugar a filtros digitales estables.

Figura 52:Tranformacion posicion de polos del plano s a z.

Fuente: (Chen , 2009)

C) Transformacién bilineal

Ninguno de los métodos anteriores parece resolver de forma adecuada la transformacion del
dominio analdgico a la digital. Hay que ver qué condiciones deberia cumplir una transformacién
para ser optima:

1. Dada una funcién real y racional en S, la funcién resultante en Z, sera también racional
y con coeficientes reales.
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2. Dado un filtro analogico estable, el filtro digital resultante también lo sera (el semiplano
izquierdo del dominio de Laplace debe transformarse dentro del circulo de radio unidad
en el dominio Z).
3. En particular, interesa una funcion reactancia que haga corresponder al eje imaginario
del plano de Laplace, la circunferencia de radio unidad.
4. Dado un orden del filtro analdgico, el filtro digital resultante sera del mismo orden.

Existe una relacion que cumple todas estas condiciones, la llamada transformacién bilineal:

S=E<1—Z_1> 2z—1 (5. 49)

T\1¥z1) " Tz+1

Asi como en la transformacion del impulso invariante el filtro analégico y digital tienen la misma
respuesta impulsiva, la transformacion bilineal asegura que ambos filtros tienen una respuesta
aproximadamente idéntica ante cualquier excitacion.

Uno de los procedimientos para justificar esta expresion es obtener el equivalente digital de un
integrador analégico.

1
H =< = h() = L{H()} = {}) ttfg (5. 50)

La salida ante una exitacion viene dada por y(t) = x(t) * h(t)

La convolucién para una sefial continua esta dada por:

t
y(t) = j x(D)h(t —t)dt  para 0<71<tyt, (5. 51)
0

Se tiene
tzx(‘[)h(tz —17)dt — ftlx(‘c)h(tl —1)dt (5. 52)
0

y(t2) = y(ty) = f

0

Como
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0<t<tyt, ht,—1)=ht;—1)=1 - y(t)—y(t) = f 2x(r)alr (5. 53)

%1

Si se aproxima la integral usando el método de los trapecios se obtendria:

1
y(ty) —y(ty) = (t; —t)x(ty) + 5 (ty — t)[x(tz) — x(t1)] (5. 54)

y(62) = y(t) = (22 bx(e) — x(e)] 5. 55)

Sisehacet, =nT t;=nT—-T

y(nT) —y(nT —t) = (g) [x(nT) + x(nT —T)] (5. 56)

Al tomar la transformada z

H(z) = 5— (5.57)

Comparando con (4.50) se obtiene la relacién entre las variables s y z dada por:

2
. 2z—1 Tts
TRANSFORMACION BILINEAL S = ?Z 1 zZ= 5 (5. 58)
T—S

Dado que se ha obtenido esta expresion considerando el mismo comportamiento del integrador
para cualquier entrada, al filtro digital se le supone el mismo comportamiento. La diferencia
entre el filtro analdgico y el digital decrece a medida que T — 0, ya que la aproximacion de los
trapecios es mas exacta.

El efecto que tiene esta transformacion sobre la posicion de los polos al pasar del dominio de
Laplace al Z es el siguiente

Se supone
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s=o0+jQ y z=re¥ (5. 59)

Es asi que
5=;§;1=;<1+2:;—S‘i+r2+j1+22:j§::+r2> (5. 60)

Con lo que
7= ;<1 + 2:;;\41/ + r2> y o= %(1 + 22:55::+ rz) (5. 61)

Ademas
r= (% i 0): e w = tan~! 5 & + tan™! 5 & + (5. 62)
(r-o) +o: Tt 7o

Es asi que se deduce
>0 - r>1
c=0 - r=1
<0 - r«<i1

Es decir (ver figura 53),

- El semiplano izquierdo (¢ > 0) se transforma en el interior de la circunferencia unidad,
luego un sistema analdgico estable da lugar a un sistema digital estable.
- El eje imaginario (o = 0) se transforma en la circunferencia unidad

TQ
c=0 - r=1 W=2tan_1(—) Aot = wom

2 QA>—-0 = w--1
Esta relacion entre frecuencias nos asegura que si Q; < Q, - w; < w,; esdecir un pasa-
baja analdgico dara lugar a un pasa-baja digital, y analogamente con el resto de prototipos.
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s plane z plane
.” K / / 4
/ /"‘ "‘ 7
d ,/',. 7 4 f’ 1

‘/ ’ I'I-",4
I / o' /s ‘

Figura 53:transformacién dominio s a z

Fuente: (Chen , 2009)

La relacion entre las frecuencias analégica y digital es no lineal y esta dada por (ver figura 54):

TQ 2 w F
— -1 — — =2r— 5. 63
w = 2tan ( 5 ) Q T tan (2) donde w=2m 7 ( )

Es decir, se lleva a cabo una compresion de las frecuencias analdgicas. Este proceso de
“‘Deformacién” es lo que se denomina warping.

Si se tiene que disefar un filtro digital con una frecuencia de corte w, se debe partir de un filtro
analogico de frecuencia de corte Q. = —tan( ) de manera que al realizar la transformacion

bilineal la frecuencia de corte sea la correcta. El proceso de obtenciéon de las frecuencias
analégicas adecuadas se denomina prewarping.

Como consecuencia de esta relacion no lineal entre frecuencias los filtros disefiados por la
Transformacion bilineal veran modificada su respuesta en fase; es decir, si el filtro analégico
presenta fase lineal el filtro digital no la presentara.
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Q=2 tan(w/2)/T

1

0.8f

0.6}

0.4f

0.2f

/T

ol
-0.2¢
-0.41
-0.6

-0.8}

_—120 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
Q(rad/s)

Figura 54: Relacion frecuencias analdgica y digital.

Fuente: Autor
La transformacion bilineal realiza un “mapeado”, entre los dominios de S y Z con una
correspondencia 1 a 1 debido a la compresion de frecuencias (prewarping), por esta razén no
se produce aliasing como ocurre con el método del impulso invariante.
D) Transformada Z adaptada

Este procedimiento se puede considerar como una variacién del impulso invariante.

Dada una funcion de transferencia en el dominio de Laplace, factorizada

911(5 - 4q;)
— (= s 5.64
H(s)=G ?4:1(5 3 ( )

Se realiza la transformacién a digital de acuerdo al método utilizado por el impulso invariante
para transformar cada uno de los polos. Da lugar a una expresién del tipo
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Iivil(z —e®T)

_ L
H(z) = by(z+ 1) M (z— ePdl) (5. 65)

L es el nimero de ceros en el infinito de H(s)

Esta transformacion da lugar a filtros digitales estables, pero produce aliasing como ocurre con
el método del impulso invariante.

E) Mapeado de polos y ceros.

La transformacion bilineal, si se hacen los calculos manualmente es tediosa de aplicar, por lo
gue se suele recurrir a una aproximaciéon mas sencilla. Dada H(s) en (5.62) como la relacion
entre sy z para la transformacion bilineal viene dada por

2
Z=Z+S (5. 66)
T_S

Se puede determinar las posiciones correspondientes de los ceros y los polos en el plano z

2 2
y oI % TP (5.67)
L2 L2

T —4i T — Di

Y se obtiene la funcién de transferencia en Z asi

M — .
H(z) = by(z + 1)LM (5. 68)

Donde el termino (z + 1) se origina de los ceros en el infinito.
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Tabla 11: Tipos de transformaciones de analogo a digital.

Type of
Transfor-
mation Principle Resulting mapping Advantages Disadvantages
Backward o 1. Stable analog 1. Left-half s plane is
difference  dy _ §= 1-2 i 1 filter yields stable  not mapped onto unit
approxi- dr ” lalne_ sT digital filter. circle on z plane. Pole
mation yin) = y(n —1) P locations will be in
T // the circle centered at
0.5 with radius 0.5 on
the z plane.
unit circ
Forward . 1. Stable analog
difference 4 A = » z=1+sT filter does not
approxi- yield stable digital

d
mation M filter.
£ 2. Left-half s
plane is not
mapped onto unit

circle on z plane.

Impulse Sample the analog Transform 1. Preserve shape 1. Aliasing in the
invariant impulse response: N of impulse frequency domain
method h(n) = hy(nT) H,(s) = Z G _' 3 to response. (due to many-to-one
i=1 Pi 2. Stable analog mapping from s plane
ul b; filter yields stable  to z plane).
H2)=) —— e .
[1—z"Vexp(p;T)] digital filter. T H(f) =
3. The analog o0 f+k
frequency and Z H, (217 ——T—)
digital frequency =~ k=-o0
are linearly
related,
AT = 2=f,
mapping ol polc locations —05<f <05.
Bilinear ~ Approximate 1. Stable analog 1. Frequency
transfor- i §= 2 Lze Z= (2/T)+5  filter yields stable ~ warping—nonlinear
mation y(t)=f y () drty(t-T) Tipar (2/T)=s  digital filter. relation between
2 § phas 2 plane 2. Left-half s analog fi d
A g frequency an
by /// plane is mapped  digital frequency.
. n—1 onto unit circle
Y=z im+y'(n=1)) °/ on z plane, a
+yln—1) one-to-one
mapping.
Matched z  Map each pole and Transform 1. Stable analog 1. Aliasing in the
transfor- zero on s plane (s —q;) filter yields stable  frequency domain
mation directly to pole and H,(s) = G—pp) digital filter. (due to many-to-one
zero on the z plane. ':' * mapping from s plane
H(z) = n - z:l' exp(q,T‘)] to z plane).
i IT=77 vl

Fuente: (Chen, 2009)
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5.3.3 Métodos directos de disefio de filtro IIR.

Los métodos directos de disefio sirven tanto para filtros AR, como MA, y en general sistemas
ARMA. Estos métodos se basan en la teoria de la aproximacion, imponiendo restricciones en
cuanto a la desviacion de la respuesta en frecuencia del filtro respecto del filtro ideal. Estos
métodos son especialmente utiles cuando el filtro se debe obtener a partir de datos
experimentales.

El objetivo es determinar los coeficientes del filtro digital en base a minimizar algun parametro
de disefio. El numero de procedimientos existentes es muy numeroso por lo que unicamente
se analizaran los mas sencillos.

A) Aproximacién de Padé

Dado un sistema con funcién de transferencia:

+00
Yheobrz ™"
H = = E h(k)z™* 5. 69

=0

Se pretende obtener los L = M + N + 1 coeficientes, {a,} Yy {bx}, @ partir de la minimizacién de
algun criterio de error. Este método se plantea minimizar la suma de los errores cuadraticos
entre la respuesta impulsional ideal (deseada) y la real:

U
€= ) [ha(m) — h(WI? (5. 70)

n=0

donde h;(n) es la respuesta deseada del filtro y h(n) la real; U es un limite superior
seleccionado por el disefiador.

En general, h(n) es una funcion no lineal de {a;} y {bx}, sin embargo, si, U = N + M, es
posible hacer coincidir perfectamente las respuestas real y deseada para0 <n <M + N-

Si se hace hy(n) = h(n) 0<n <M+ N, el error cometido sera:

co

e= > [h()—hmP (5.71)

n=N+M+1
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Se plantea el problema a través de la ecuacion en diferencias

N

y) == ay(—1)+ ) bx(n—k) (5. 72)
k=0

k=1

Cuando se hace x(n) = §(n) se tiene

N

h(n) = — 2 agh(n — k) + z beS(n — k) (5. 73)
k=0

k=1

Si se van dando valores a n y se tiene en cuenta que §(n — k) = 0 a excepto para n = k, se

puede plantear el sistema de ecuaciones siguiente:
N

h(n) = — Z aih(n—k) n>M (N ecuaciones con N incognitas)
] (5. 74)
h(n) = —a;h(n—1) —a,h(n—2) —---—ayh(n—N)+b, 0<n<M

Es asi que se pueden obtener los coeficientes {a;} y {bi}:

1. Haciendo h(n) = hy(n) con M <n < M + N se obtiene {a,}
2. Haciendo h(n) = hy(n) con 0 < n < M se obtiene {b;}

El calculo de los coeficientes a, se puede hacer matricialmente con la siguiente expresion:
h(M +1) h(M) M —1)  h(M =N+ D)%

— 2

h(M S+ N) h(M +N— 1) hM rn- 2) h(M) aN

Matricialmente: a = H ' hgy41 m4n)

Se puede resolver directamente al invertir la matriz H. Conocidos los valores de ay, se
obtendran los valores de b, = Y¥_,axh(n—k) 0<n<M

El grado de fiabilidad de este método depende del numero de coeficientes seleccionado.

Se aproxima perfectamente cuando el sistema buscado presenta una funcion de transferencia
H(z) racional y se sabe el numero de ceros y polos (orden del numerador y denominador), lo
gue, en la practica resulta problematico.
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B) Aproximacion por minimos cuadrados.

Un método alternativo para disefar filtros IIR es afrontar el problema de la minimizacion de la
diferencia al cuadrado entre la respuesta del filtro ideal y la real, es decir, plantear el problema
de la identificacion de sistemas. La figura 55 muestra dicha estructura. La idea es determinar
los coeficientes del sistema H(z) de manera que colocado en cascada con el sistema que
gueremos modelizar obtengamos como resultado una sefial y(n) que en el dominio temporal
deberia ser un impulso, cuando la modelizacion es exacta. Si se define como criterio de error
la suma de y?%(n), se pueden obtener los coeficientes imponiendo que dicho error sea minimo.

d

S

-
L

Sistema
Desconccido

\J

Filtro Adaptativo — )

Figura 55: Sistema de Identificacion

Fuente: Autor
Supoéngase el caso mas simple de considerar un filtro con solo polos:

b
N —K
14 Y- axz

H(z) = (5. 75)

Al considerar un esquema de identificacion de sistemas

(n) hy(n) y(n) d(n)
—>| Hy(2 > 1/H(z) 5?:_
)
i Minimizacion de la suma

de errores al cuadrado

Donde se modifican los coeficientes del filtro ﬁ para anular el efecto de H;(z), es decir, la

salida y(n) sea lo mas parecida a la entrada 6(n) , de forma ideal (I-II-Id(_(ZZ)) =1e yn) = S(n))
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La ecuacion en diferencias del sistema inverso sera:

y(n) = b—lo[hd(n) + z aghg(n — k)] (5. 76)
k=1
Para n=0
1 = 1
y(0) = by [hd(o) + kZl axhq (0 — k)] = b—ohd(O) =1 = by =hy(0) (5. 77)

Para n > 0, la salida y(n) dbe ser cero, lo que se minimizara sera la suma de los errores al
cuadrado

2

+00 +oo N

1
— 2 _ B -
€= ;y (n) = —hfl(O); [hd(n) + ;akhd(n k)] (5. 78)

Para que la funcién de error sea minima, las derivadas parciales respecto a los coeficientes
del filtro deben ser cero y las segundas derivadas mayores a cero.

0t =0 =1,2 N
3, = para p=12,..,
GEES >0
da,?

5.79
0€ 1 ( )

400 N
E = h(zi(O)nle [hd(n) + kzzlakhd(n - k)] h(n—-p) =0

+ 0o

N N
D ha(ha(n=p) + D i " haln—Oha(n=p) = 0
n=1 k= =

=1 k=1

Definiendo la variable auxiliar

Taa®) = ) ha@ha(n = p)
k=1

Se obtiene
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N

@) = Y @raa@—K)  1Sp<N (5. 80)
k=1

Al desarrollar la sumatoria se obtendria

Taa(1) 73a(0)  Taa(—1) 1ge(=N +1)][01
rdd.(l) rdd.(o) a2

Taa(N) Taa(N — Drgg(N —2) 144(0) ay
De forma matricial se escribe como Ra =r

R es la matriz de correlacién de NxN elementos
a es un vector Nx1 que contiene los coeficientes del filtro
r es el vector de correlacion con Nx1 elementos, r = —r,4(n)

El sistema de ecuaciones se puede resolver haciendo

a=R1r (5. 81)

Se observa facilmente que la matriz R es simétrica pues el vector de autocorrelacion es
simétrico.
Taa(—=1) = 144D 0<l<N-1

La expresion matricial (4.82) se denomina Ecuacion de Yule-Walker y el procedimiento usado
para la solucion es el algoritmo de Levinson-Durbin.
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GLOSARIO

ECG Electrocardiograma
Representacion grafica de la actividad eléctrica del corazén en funcion del
tiempo, que se obtiene, desde la superficie corporal, en el pecho, con un
electrocardiégrafo en forma de cinta continua.

EEG Electroencefalograma
Es un estudio que detecta la actividad eléctrica del cerebro mediante
pequefios discos metalicos (electrodos) fijados sobre el cuero cabelludo.

A/D Convertidor anal6go-digital

D/A Convertidor digital-analégico.

TD Retardo en el tiempo. (time-delay)

FD Operacion de solapamiento. (folding)

PDS Procesamiento Digital de sefales

LTI Sistema Lineal Invariante en el tiempo

BIBO Bounded Input - Bounded Output, de entrada y salida acotadas.

FIR Respuesta al impulso de duracion Finita (Finite duration Impulse
Response)

IR Respuesta al impulso de duracion Infinita (Infinite duration Impulse
Response)

ROC Region de convergencia (region of convergence)

AR Modelos Autoregresivos (AutoRegressive Models)

MA Modelos de media movil (Moving Average models)

ARMA modelos autorregresivos de media movil (en inglés AutoRegressive

Moving Average models)
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